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译 序 


Edwin H. Spanier 的 Algebraie Topology 一 书 ， 在 1966 
年 由 MoGraw-Hal 出 版 , 至 今 已 有 二 十 年 了 ， 二 十 年 来 , 我 们 看 
到 国内 外 不 少 代数 拓扑 的 专著 和 教程 问世 , 各 有 其 特点 .但 是 ,这 
本 书 尽管 不 可 能 包括 这 二 十 年 新 出 现 的 成 果 , 孝 仍 未 减 其 光彩 . 作 
者 以 其 对 代数 拓扑 的 广泛 研究 和 深刻 理解 , 以 其 收集 材料 之 丰富 ， 
叙述 之 简 河 流畅 ,逻辑 之 严谨 ,取舍 之 得 当 , 使 这 本 书 至 今 仍 是 代数 
拓扑 学 的 不 可 多 得 的 好 教材 和 参考 书 .到 了 八 十 年 代 , Springer- 
Verlag 还 再 版 此 书 , 也 从 某 个 侧面 说 明了 这 一 点 ， 

1975 年 ， 又 一 本 不 可 多 得 的 好 书 问 进 了 ， 即 Robert M. 
Bwitzer 的 Algebraio Topology-Homotopy and Homology 
(Springer-Verlag 出 版 )， 作 者 在 序言 中 写 道 :“ 近 几 年 来 , 基础 
代数 拓扑 的 一 系列 优秀 的 教科 书 出 版 了 ,其 中 最 值得 注意 的 是 
Spanier 的 书 ， 我 主张 将 其 作为 本 书 的 姐妹 篇 .”gSwitzer 的 书写 
成 于 1978 年 , 自然 比 本 书 多 了 不 少 近代 内 容 ; 而 且 不 言 而 喻 ,会 汲 
取水 书 的 长 处 及 弥补 一 些 不 足 之 处 。 孙 以 丰 教授 、 爱 报 德 教授 先 
后 选用 该 书 作为 研究 生 的 教材 , 在 吉林 大 学 和 河北 师范 大 学 使 用 . 
译 者 亦 步 二 位 师长 之 后 侍 ， 通过 实践 一 方面 确实 感到 是 一 本 很 
好 的 书 : 另 一 方 而 又 感到 作者 为 了 尽量 多 地 收入 近代 的 结果 而 不 
得 不 将 叙述 浓缩 , 抽象 ， 不仅 增加 了 教学 的 难度 , 也 副 去 了 不 少 糖 
彩 的 内 容 ， 例 如 关于 政 秋 空间 , 就 是 一 带 面 过 , 让 血 要 的 读者 去 查 
涪 Spanier 的 书 ， 因 此 ， 这 两 本 书 各 有 长 处 ， 其 作用 不 能 互相 取 
代 ， 这 就 是 时 至 今日 ,出 版 本 书 仍 有 必要 的 理由 之 一 . 

Spanier 曾 问 译 者: 那么 ,为 什么 不 同时 也 将 Switzer 的 书 译 
成 中 文 呢 ?对 此 的 解释 是 ， 到 了 可 以 自学 该 书 的 程度 , 读 两 种 文字 
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的 效果 已 无 甚 差别 了 ， 

译 者 在 1975 年 初次 见 到 水 书 ， 即 为 其 深 深 吸 引 住 。 同时 , 便 
产生 了 将 其 译 成 中 文 , 介绍 给 国内 同行 和 青年 的 强烈 愿望 ， 北京 
大 学 教授 江 泽 涵 先生 、 廖 山 涛 先生 对 此 给 以 热情 的 鼓励 和 支持 ， 
后 经 又 南大 学 梁 文 颈 先 生 的 介绍 ， 被 上 海 科学 技术 出 版 社 列 入 出 
版 计划 。 庆 山 涛 先生 用 了 大 量 时 间 仔细 阅读 了 全 书 的 译 稿 , 对 于 
盔 译 错误 及 不 妥 之 处 逐 字 进行 了 细致 的 修改 和 校正 ， 江 洋 潘 光 生 
对 于 译文 的 出 版 始终 给 以 亲切 的 关注 ， 多 次 对 译 者 提出 指导 人 竹 的 
意见 ， 北 京 大 学 教授 美 伯 允 先生 及 参加 1982 年 烟台 会 议 的 各 位 
老师 和 同行 也 给 以 关心 和 鼓励 ， 出 版 社 的 编辑 则 对 译 稿 进行 了 认 
真 的 加 工 和 文字 校正 . 

但 是 ,后 求 由 于 某 些 客观 原因 , 经 出 版 社 与 译 虱 商定 , 先 印 出 
这 个 大 体 上 相当 于 一 个 学 期 教学 量 的 前 三 章 的 “ 节 详 本 ”， 以 应 教 
学 之 急需 ， 至 于 全 文 的 出 版 , 以 后 根据 情况 再 定 . 

译 者 在 此 向 江 泽 涵 光 生 麻山 尘 先生 表示 吉 心 的 敬意 和 营 谢 ， 
同时 感谢 姜 伯 驳 先 生 、 梁 文 驱 先 生 以 及 各 位 关心 过 此 书 的 同行 和 
同事 ， 感 谢 编辑 同志 的 辛勤 劳动 ， 并 借 此 机 会 ， 遥 向 大 洋 彼 岸 的 
也 也. Spanier 教授 致意 ， 屯 谢 他 对 译 者 的 鼓励 及 寄 来 原 书 的 安 
持 。 衷心 希望 全 书 早日 问世 . 

原 书 共 分 为 九 章 ， 它 们 的 标题 是 : 1. 同 伦 和 基本 群 ; 2. 覆 状 
空间 和 纤维 化 ; 3. 多 面体 | 4. 同调 ; 5. 乘积 ! 6. 一 般 上 同调 论 和 
对 个 性 ; 7. 同 伦 论 : 8. 阻碍 理论 ; 9, 谱 叙 列 和 球 的 同 俭 群 

作者 在 前 言 中 指出 ， 这 九 章 可 分 成 三 部 分 , 每 部 分 三 童 ,分 别 
介绍 基本 和 群 ,同调 论 和 同 伦 论 的 基础 内 容 ， 因 此 ,如 把 全 书 按 这 三 
部 分 译 为 衬 个 分 册 ， 册 由 前 三 章 组 成 的 这 个 节 译本 实质 上 便 是 第 
一 分 其， 

另 一 方 而 , 这 三 部 分 彼此 又 是 有 机 地 联系 的 ， 前 面 为 后 面 作 
了 大 量 的 准备 ， 这 些 准 备 本 身 也 是 代数 拓扑 学 的 重要 基础 内 容 . 
因此 , 用 “基本 群 "一 个 词汇 概括 这 部 分 并 不 完全 。 面 说 式 “ 代 数 所 
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盾 入 门 ”可 能 更 恰当 些 , 

第 工 章 的 八 个 小 标题 标明 本 章 向 读者 介绍 的 梳 念 ， 它 们 (或 
许可 以 不 包括 基本 广 群 ) 可 说 是 学 习 现 代 代数 拓扑 学 的 最 基本 的 
概念 . 全 章 包含 了 入 门 的 主要 知识 , 是 每 个 学 习 代数 拓扑 学 或 邻 
近 学 科 的 学 习 者 所 必 不 可 少 的 ， 

第 2 章 系统 而 全 而 地 叙述 桔 秋 空间 的 理论 , 以 及 纤维 从 ,纤维 
化 的 入 门 知识 .本 章 是 这 部 分 最 糖 彩 的 内 容 。 通 过 学 习 不 仅 可 以 
掌握 所 介绍 的 只 念 和 和 结论， 而且 可 以 学 到 不 少 代数 拓扑 学 中 论证 
的 典型 方法 . 、 

第 3 闽 介 绍 多 面体 和 单 顷 复 形 的 理论 ， 虽 然 厌 书 前 言说 是 甫 
央 基 本 群 的 计算 问题 , 但 事实 上 也 为 同调 论 作 了 大 量 准 备 ， 由 于 
单纯 逼近 定理 已 让 色 食 在 本 章 中 , 以 后 介绍 间 调 论 时 ,最 麻 频 的 不 
变性 问题 (或 单纯 同调 与 奇异 同调 的 自然 等 价 侣 题 ) 实 贰 上 已 提前 
在 此 通过 了 关键 的 步 又 本 章 最 后 一 些 应 用 举例 , 也 是 很 精彩 的 . 

原 书 的 第 工 章 之 前 , 还 有 一 个 引言 , 介绍 本 书 所 项 要 的 集合 论 
等 有 关 概 念 ,结论 和 记号 约定 ， 除 了 模 以 外 , 前 三 章 都 有 用 .由 于 
篇 幅 不 多 , 为 保持 完整 性 , 全 文 都 照 译 了 ， 另 姑 , 补 了 几 本 重要 的 
中 文 参考 书 . 

作者 在 前 言 中 开宗明义 地 指出 :“ 本 书 特别 强调 自然 性 的 地 
位 , 鼓 可 俗 当地 称 之 为 溃 子 式 丘 打 学.” 换 育 之 , 本 书 以 西子 的 语言 
处 理 所 有 的 重要 问题 ,概念 ,结论 和 方法 ,形成 本 书 的 一 大 特色 ,也 
是 它 的 窒 出 的 优点 . 国内 迄今 出 版 的 代数 拓扑 的 书 , 包括 译 涛 在 
内 ,还 都 没有 这 禅 写 的 这 样 的 处 理 , 比 之 传统 的 处 理 具有 很 大 的 
优越 性 。 因此 无 论 本 科 生 还 是 研究 生 ,学 习 代数 拓扑 都 宜 采 取 这 
个 “ 吉 于 起" 的 体系 . 

不 书 每 章 后 附 有 许多 习题 ， 作 者 在 前 盲 中 沸 出 :“ 这 些 习题 被 
分 成 一 些 组 , 每 组 致力 于 单个 的 专题 或 少量 彼此 有 关系 的 专题 , 除 
去 个 别 例外 ， 正 文中 不 会 引用 它们 ， 习 是 分 几 种 类 型 ， 一 种 是 谈 
章 中 研究 的 一 般 理论 的 例子 ， 一 种 是 处 理 以 后 将 讨论 的 一 般 课 题 
的 特殊 情况 , 还 有 一 种 是 提供 在 所有 课文 中 未 讨论 到 的 课题 ， 旺 
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有 常规 的 习题 , 又 有 较 困 难 的 习题 , 后 者 常常 附 有 提示 , 告诉 读者 
怎 祥 着 手 ， 也 有 时 把 一 个 与 课文 素材 有 关 的 课题 放 在 一 组 习题 中 
来 展开 讨论 ,” 

每 章 配 备 了 若干 组 内 容 丰 富 、 难 易 结合 的 习题 ,成 为 原 书 的 又 
一 特色 ， 迄今 见 到 的 国内 外 代数 拓扑 的 教科 书 , 很 少 有 能 与 之 娩 
美的 。 这 里 也 体现 了 作者 的 匠心 。 如 果 学 生 能 够 结合 学 习 而 基本 
作 完 这 些 习 题 , 便 具备 了 很 好 的 代数 拓扑 的 基础 了 . 

对 于 原 书 上 一 些 明显 的 排 印 错误 ， 评 成 中 文 已 予以 改正 ， 对 
于 一 些 作者 的 玖 忽 之 处 ， 如 使 用 了 未 给 出 的 概念 和 记号 以 及 某 些 
误 用 的 记号 等 等 ,都 加 了 译注 , 按 译 者 的 理解 给 以 解释 ， 这 些 理解 
不 见得 恰当 , 尚 希 读者 批评 指正 

左 再 思 
1986 年 于 华南 师范 大 学 
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引言 


我 们 假定 本 书 的 读者 对 于 集合 论 、 一 般 拓 扑 和 代数 的 初步 概 
念 已 有 所 了 解 ， 下 面 是 本 书 中 应 用 到 的 这 些 领域 中 的 一 些 概念 和 
结果 的 简单 摘要 . 这 些 内 容 所 以 如 此 明确 列 出 , 或 则 由 于 它们 不 
是 已 经 规范 化 了 的 ， 或 则 由 于 它们 在 以 后 的 课文 中 有 着 特别 的 重 
要 性 ， 


81 集合 论 ” 


术语 “集合 ”“ 族 ?和 “聚集 ” 同 义 ; 术语 “类 ” 则 和 鲁 给 不 假定 是 集 
会 的 总 汇 (例如 ,所 有 集合 的 类 )， 若 茸 为 一 集合 , Pw) 为 对 每 个 
元 素 s€ 访 的 一 个 羯 断 ,或 为 真 ,或 为 假 , 则 以 

{ws€ ZIP()} 
记 使 P(%w) 为 真 的 那些 z 组 或 的 是 的 子 集 . 

若 了 = { 作 是 一 集合 , 且 {44} 为 一 指标 取 在 y 的 集合 族 , 则 
它们 的 并 集 记 为 U4y (或 记 为 Lyer 42), 它们 的 交集 记 为 N44 
人 或 站 er 40)， 它 们 的 笠 卡 儿 积 记 为 X4 (或 Xzss 4D), 它们 的 
集合 和 (或 称 它们 的 分 离 并 ) 记 为 V4 (或 Viez40， 由 V 杂 = 
U (jx 4 定义 ， 在 一代, 3 … m} 的 情况 下 , 我 们 也 用 记号 
AiU AsUe Ud, df dN Nd dixdsx…x4 及 dV 
AsV…V 4, 分别 表示 并 , 交 , 笛 卡 儿 积 及 集合 和 。， 

耻 4 到 吾 的 一 个 函数 (或 映射 ) 记 为 妃 4->B。， 队 4 到 曙 
的 所 有 函数 的 梨 合 记 为 B4， 若水 C4, 则 存在 一 包含 映射 

区 首 为 一 般 参 考 书 , 可 署 也. R. Halmos, “Naive Sef Thsory’, D. Van Nostrand 
Company, Enc., Princeton; NH. J.; 1960. 一 一 原 注 
sl. 


全 44 且 以 记号 如 4' 己 4 表示 4 是 4 的 学 集 , 并 且 和 是 包含 
映射 。 从 一 集合 4 到 自身 的 包含 睦 射 称 作 4 的 恒 同 映 页 , 记 为 
14. 车 TCJ, 则 有 一 包含 映射 

by 了 4 A Yh 

在 一 集合 4 中 的 一 个 等 价 关系 ， 是 4 的 元 素 之 问 的 一 个 关 

系 一 ， 它 是 自 反 的 ( 亦 即 ， 对 所 有 aE 4， 有 ea)， 对 称 的 ( 亦 即 ， 
对 4、a'E 4, oo 萄 池 g wa 传递 的 ( 亦 即 ,对 四 oa enEd4 
oa' 和 a'~a" 丝 涵 aa").、aE4 关 于 关系 ~ 的 苇 价 类 是 子 集 
{2'E 4le~e}, 4 的 元 素 关 于 一 的 所 有 等 价 类 的 集合 记 为 4/ 一， 
称 为 4 的 高 全， 存在 投射 4->4/~，, 把 a€4 变 到 它 的 等 价 类 ， 
车 本 为 J 的 子 集 , 则 也 有 一 个 投射 

2 XAr>X A 


je je 
《是 为 上 述 意义 下 的 投射 ) , 

给 定 应 数 f，4-> 和 g， B3>O 它们 的 合成 gof (也 记 为 
轩 ) 是 从 4 到 0 的 一 个 函数 ,由 (gof) (a) 一 g(f (0)) (GE 功 所 定 
义 . 车 4C4, 及 f:， 4->B, 了 在 4' 上 的 限制 是 指 茵 数 f|4' 
4->B， 由 (fl14) (a) f(a) (ee 4) 所 定义 ，( 这 样 , f|4' 二 
fo 其 中 各 4'C4), 县 函数 了 称 为 由 4 到 A 的 扩充 . 

一 个 单 里 (或 称 单 汪 数 ) 是 一 个 函数 J 4->B, 满足 f(a) = 
(oa) 理 涵 ai 一 m， 对 014,42€ 4， 一 个 洲 映 (或 称 满 函 数 ) 是 一 个 
函数 六 4->B, 使 得 5EP 奖 涵 存在 ce€ 4 使 f(g) -5 一 个 双 
喘 (或 称 双 函 数 ,或 称 一 一 对 应 ) 是 度 为 单 呐 又 为 满 喘 的 冰 数 . 

在 一 集合 4 内 的 一 个 偏 皮 是 4 的 元 素 间 的 一 个 关系 <, 它 是 
自 反 的 和 和 传递 的 (注意 这 里 未 假定 a<e 和 os<c 昔 洱 6 一 ao). 
4 内 的 一 个 全 序 (或 称 单 序 ) 是 4 内 的 一 个 偏 序 ,使 对 oo'€E 4, 总 
有 a<a 或 Qo; 是 它 是 反 称 的 ( 即 ex<a' 和 a'<a 北 涵 4=0)。 
一 个 偏 序 集 是 一 个 带 有 偏 序 的 集合 ， 一 个 会 上 序 集 是 一 个 带 有 全 序 

多 有 些 文献 中 偏 序 的 定义 是 假定 这 个 条 件 的 。 读者 在 查阅 有 关 结论 时 宜 注 意 此 
区 刚 . 一 译注 


a 3 


的 集合 . 

工 _Zorn 引 理 ”一 个 偏 序 业 中 ， 若 任 一 全 序 子 全 有 上 界 ， 财 
此 偏 序 集 包 含 极 大 元 素 . 

一 个 顺 向 集 4 是 一 个 带 丰 偏 序 < 的 集合 , 使 得 对 w< BE 4 
存在 YE4, 使 w<sy 和 B<y。 集合 的 一 个 顺 向 体系 {4%, 1 以 
下 述 方式 组 成 ， 即 : 一 族 集合 {de},， 其 指标 取 了 一 个 顺 向 集 4 一 
{a}, 以 及 一 族 画 数 ]&，4”->4A4, 对 每 一 对 a<h, 使 得 

人) 8=1x， A*C 4", 对 所 有 oA 

(b) 凡 - 了 fiof4， 4%->4Y, 对 4 中 的 a<B<Y. 

顺 向 体系 的 顺 向 极限 记 为 iim., {4 中 , 是 Y4 的 等 价 类 的 集合 ， 
其 等 价 关系 acrva2 为 : 若 有 7 使 w<s? 及 <T， 则 Po 一 ee 
对 每 个 &， 存 在 一 个 映射 包 : 4%->lim,{4}， 且 若 a 忆 如， 则 
ba=$aofs, 

2， 给 定 一 个 集合 的 顺 向 体系 {4“， 扰 ]， 且 给 定 一 个 集合 也 
及 对 每 个 gE4， 给 定 一 个 注 数 ga 4%>B, 使 gu 一 geof& 车 
QB， 则 存在 唯一 映射 9g: lm.,{4"}->B, 使 对 所 有 a EA, go 和 一 
9 

838. 在 定理 2 所 用 的 同样 记号 下 ,映射 9 是 双 瑞 ， 当 且 仅 上 当下 
列 两 条 成 立 : 

(a) B= Uga(4d"); 

(b) go(a”) 一 gala9) 当 且 仅 当 存 在 使 a<yY, BY, fa") 
一 Fo9 . 

设 {4} 是 指标 芭 了 于 了 一 { 耸 的 集合 族 。 设 也 是 了 的 有 限 子 
集 族 , 旦 定义 a<sB, 对 于 a BE A, 由 aCB， 则 4 是 一 顺 向 集 , 
且 存 在 一 顺 向 体系 {4} 由 4 一 Viea 4i 定义 ;并 二 ,车 a<p, 则 
令 凡 4 一 A4 是 包含 映射 记 gs，4"->\Vyer 4 为 包含 觅 射 ， 

恒 . 在 上 述 记 号 下 ,存在 一 个 双 映 

9: lim, {A"}—> Vser dy, 
使 yoic 一 ga( 亦 即 ,任意 集合 和 是 其 有 限 部 分 集会 和 的 顺 向 极限 )。 

一 个 集合 的 送 向 体系 4s, 了 引 以 下 述 方式 组 成 , 即 : 一 个 指标 

rr3+: 


取 于 顺 向 集合 4 一 {0) 的 集合 族 {4o)}, 及 一 函数 族 f 4e>4d。 
对 a<p, 使 得 : 

fa) 产 =14。 AsCAha 对 a€Eds 

DD fe-fofi 44 对 w<B<7?E4. 
逆向 体系 的 返 向 梳 限 记 为 Hm {de}, 是 xd 的 子 集 ， 由 所 有 如 
下 所 述 的 点 (as) 组成, 即 ， 若 a8, 则 qo 一 ft4s。 对 每 个 ,存在 
映射 ps，lim {4。}> ds, 旧 若 os B 则 po 一 feps. 

占 。 丫 定 一 个 集会 的 壕 向 体系 {A。, fj}, 并 给 完 一 个 集合 如 
和 和 对 任 一 gE 的 一 个 后 数 gu，B->ds 使 gs 一 f209s, 其 asp， 
则 存 在 唯一 的 函数 glim{ As} 使 对 所 有 的 wxE A, gapaog. 

有， 在 定理 巨 的 相同 记号 下 ， 了 映射 9 是 双 映 ， 当 且 仅 当下 列 两 
条 件 成 主 : : 

(ay got9) 一 gol 对 所 有 mEA, 落 汤 互 一 8 

(给 定 (eeo) E Xda 使 ao 一 po (党 mB), 则 存在 BEB， 
使 对 所 有 的 waE 人 gu(2) 一 su， 

设 {d)} 是 一 指标 芭 于 了 了 =: 9) 的 集合 族 。 设 冯 是 地 的 月 限 
非 空子 集 族 , 且 定 义 对 a, BE 4, oa 局 若 sCB， 则 站 是 一 顺 向 
集合 , 县 弃 在 一 个 逆向 体系 {Ao}, 由 4 一 Xyea 出 定义 ， 并 月 若 
as 有 则 息 4da->4s 是 投射 ,对 每 个 a€ Ad. 令 ga Xia 41->4s 
为 投射 . 

全， 在 上 述 记 号 下 ， 硼 在 弄 映 9 Xsey 41>Hm. {ds}, 使 
9o 二 Pao9《 亦 即 , 任意 备 卡 才 积 是 其 有 限 的 部 分 惫 让 儿 积 的 壕 向 板 
限 )。 


82 一 般 拓 扑 ” 
一 个 拓扑 空间 也 简称 为 一 个 空间 ,除非 明确 说 明 , 我 们 淖 不 假 


妇 让 为 一 般 的 参考 书 见 了 工 . Kelley: Generaz Topoiogy, D. Van Nostrand 
Campany, uc., Prinosiom， N. J., 1955 和 8. T. Hu: Bloments of General Topology, 
Holden-Day, Ine, Ban Francisoo, 1964.-— 原 注 


[对 


定 它 满足 任何 可 分 离 性 的 公设 .但 对 于 拟 紧 至 的 , 正规 的 和 正则 空 
闻 , 我 们 始终 假定 都 是 了 snsdor 人 空间。 从 一 折 扑 空间 到 另 一 个 
的 连 经 映射 也 被 简称 为 映射， 

给 定 一 个 集合 芯 和 一 艾 拔 朴 空 间 { 瑟 Jier 及 函数 J 王 > 
下 在 下 上 由 函数 { 有 请 时 的 大 扑 是 使 每 个 户 都 连续 的 最 小 
的 或 称 最 粗 的 拓扑 . ， 

了， 在 忆 上 由 函 数 皂 访 ， 下 -> 蕊 请 导 的 要 扑 由 下 述 性 质 其 
示 性 ; 若 玉 是 一 括 和 村 空间 , 则 通 数 8: 工 -> 袜 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 
9. 了 -一 卫 对 每 个 了 E 了 者 连续 . “ 

拆 扑 空间 互 的 子 空 局 是 天 的 一 卫 集 4， 其 拓扑 由 包含 蚊 般 
4C 王 诱导 拓扑 空间 站 的 南 衣 子 全 是 下 的 一 个 子 集 ， 它 的 每 
个 子 集 在 焉 中 都 是 闭 子 集 . 带 指 标 指 折 扑 空间 族 {Xyjyer 的 本 站 
积 是 笛 卡 儿 积 汉王， 其 拓扑 由 投射 gj。X 全 -> 古 5 对 每 个 jEJ 
诱导 出 洲 { 了 ooei 是 一 个 拓扑 空间 的 道 启 体 系 ( 即 卫 。 对 每 个 
cE 皆 为 拓扑 空间 ， 且 瑚 及 s 玉 了。 是 连 污 的 ,对 < 朋 ,其 道 
向 极 跟 iin {及 。} 由 画 数 {ps}aea 诱导 出 拓扑 ,其 中 

Po: lim {Ha} >He Ed. 

给 定 一 个 集合 互 和 带 指标 的 拓扑 空间 族 { 斑 y}yes 以 及 函数 
in YXr> (jEJ)， 在 全 上 由 函数 {g 上 话 时 的 拓扑 是 使 每 
个 gy 为 连续 的 最 大 的 或 称 最 细 的 拓 牛 . 

8. 在 及 上 由 浮 数 {9y， 于 /> 斌 } 上 话 导 的 扫 相 由 下 还 性 质 
所 这 性 : 车 了 是 性 一 拓 盾 空间 ， 划 西数 J 五 -> 了 连续 ,人 当下 充当 
fom， 1 了 Y 对 每 个 jEJ 邦 连 续 - 

拓扑 空间 下 前 商 空 间 是 芝 的 一 个 商 集 也， 其 折 盾 白 投 射 
电 -> 蚊 ' 上 诱导 出 、 和 车 4CZ, 则 下 /4 记 蔷 前 商 空 间 , 它 出 将 整 
个 女 等 间 为 一 个 点 而 得 到 ， 带 撞 标 的 拓扑 空间 族 { 玉 3az 的 括 站 
和 为 集合 和 Y 也 /其 拓扑 由 单 聘 负 ， 玉 > 了 玉 : (jEJ) 上 诱导 
出 . 若 { 妆 "je 是 拓扑 空间 的 顺 摧 体系 ( 亦 于 闻 s 都 是 拓扑 空 
闻 (exE 作 ， 且 疡 了 了 都 是 连续 的 ，s< 有 )， 共 顺 向 报 
限 lim.,{ 素 中 由 下 数 {bs}xea 上 诱导 出 拓扑 ,其 中 ， 


rs 


jo olim ,{ 7，xcEd 

设 .w={4) 是 拓扑 空间 到 的 笠 集 族 ，X 称 作 具 有 对 sf 的 
上 履 聚 拓 守 ,车 并 上 的 拓扑 由 子 空间 {4} 的 包含 映射 {4CC} 
上 诱导 出 ，( 在 一 些 文献 上 这 种 拓扑 常 被 称 为 关于 .of 的 弱 撕 朴 .) 

38， 下 具有 对 以 的 上 凝聚 拓扑 的 充分 必要 条 件 是 : 及 的 子 
集 如 在 全 中 是 闭 的 (或 开 的 )， 当 且 仅 当 B 介 4 和 4 在 于 空间 4(4E 
.2) 中 是 闭 的 (或 者 相应 地 是 开 的 ) . 

.若是 四 的 任 一 开 首 总 或 局 部 有 限 闭 度 盖 ， 则 羡 具有 
对 .of 的 上 凝聚 拓扑 。 

区 . 设 慎 是 一 个 集合 , {4s} 是 个 带 指 标的 后 牛 宣 间 旋 ， 每 个 
如 都 是 及 的 子 集 ， 设 对 每 个 j 和 了 4s Ap 是 刀 及 4 中 的 闭 
(或 开 ) 子 集 ， 并 且 di 站 4 从 出 诱导 的 拓扑 等 于 它 从 4 请 时 的 
拓扑 ， 刚 在 及 上 由 包含 映射 {入 及 } 上 诱导 的 拓扑 ， 被 下 述 性 
质 所 示 性 : 对 每 个 彤 hy 是 是 的 闭 (或 开 ) 子 宝 间 , 且 完 具 有 对 族 
{L4} 的 上 凝聚 拓扑 ， 

定理 5 中 互 上 的 拓扑 被 称 作 是 对 《4] 的 上 兹 聚 扰 守 . 

一 个 紧 至 生成 的 空间 是 个 Hausdor 他 空间 ， 具 有 对 其 紧 致 子 
集 族 的 上 疑 巢 拓扑 .、( 有 些 文献 中 又 叫 作 Hausdoz 人 ff 空间 ，) 

6. 一 个 Hausdorff 室 间 是 局 部 毗 至 的 副 游 足 第 一 可 数 性 公 
设 ,是 紧 致 生成 的 . 

3. 藻 瑟 是 紧 下 生成 的 , 了 是 局 部 紧 致 的 Hansdor 他 空间， 
副 互 X 下 是 紧 至 生成 的 。 

阁 王 和 了 是 拓扑 空间 ,县 4C 有 及 BCY, 则 以 《4 功 记 
所 有 满足 有 (4 CB 的 连续 机 数 放 玉 > 了 的 和 集合。 以 了 7 记 从 
下 到 了 的 所 有 连续 西数 组 成 的 空间 ,其 拓扑 由 子 基 {KK; DU》} 生 
成 , 这 里 区 是 下 的 紧 致 子 集 , D 是 了 的 开 子 集 ， 这 个 拓扑 则 作 
时 至 开拓 扑 ， 若 4 下 及 BCY, 我 们 用 (Y，B) 忠 记 了 Y7 的 子 
空间 ,由 所 有 淡 足 了 (4) CB 的 连续 函数 组 成 . 记 瑟 了 7x 玉 > 了 
为 肤 值 里 碳 ,由 召 (f, 2) 一 了 (2) 定义 ， 给 定 函 数 g，2-> 了 *, 则 合 
成 映射 
8» 


BxR EIYIxE EY 


是 从 2x 开 到 工 的 一 个 函数 。 

8 指数 对 应 定理 若 马 是 局 部 紧 焉 的 Hausdor 人 空间 ,六 
和 名 是 打 提 空间 ， 则 一 喘 碳 9 允 >Fx 是 连续 的 ， 当 且 权 二 
加 ig X1)， ZX 及 了 是 运 续 的 ， 

9. 指数 活 则 若 不 是 局 部 时 下 的 Hausdor 人 空间, 中 是 拭 
利空 间 , 时 由 站 (的 一 再 o(9gx 了 定义 的 函数 上 《了 本 二 >Pax 工 是 
一 个 同和 是. 

J0. 若 下 是 一 个 时 天 的 Hamsdor 全 空间 ,天 是 度量 为 区 的 
度量 空间 , 则 了 x 可 由 度量 也 作成 度 置 空间 , 其 中 四 由 

3°(F, 9) =sup{a {fiz), 0)) | ETF} 
定义 ， 


83 群 论 


一 个 局 春 若 分别 古 单 瞻 , 注 映 : 双 驱 , 则 分 狗 称 为 单 同 态 , 满 同 
太 , 同和 构 ， 若 {Gyjyer 是 带 指标 的 群 族 , 则 其 直 计 为 一 个 群 ,在 笛 长 
及 积 XG 上 ,由 (gn) (gn) 一 (4 约定 义 群 的 构造 ， 若 {Ga} 是 群 的 
一 个 逆向 体系 ( 即 对 每 全 m Bo 是 个 属 ， 且 形 ，Ger>G。 是 同 坊 ， 
ws， 其 省 向 援 恨 ( 佑 为 集合 的 逆向 瓜 腿 ) Him {Gs} 是 XG 的 
一 个 子 群 . 

设 总 是 群 吕 的 子 集 ， 全 叫做 由 4 自由 生成 的 , 且 寺 则 做 日 
玖 自由 生成 集 或 如 的 自由 类 ,如 果 给 定 任意 阔 数 了 4-> 孔 , 其 中 
五 为 一 群 , 则 存在 准 一 同 访 pg，G-> 互 是 了 的 一 个 扩充 。 一 个 群 
黎 为 自由 的 ， 者 它 是 由 茶 子 集 所 自由 生成 的 。 对 任意 集合 4, 由 
半生 成 的 自由 音 是 一 个 秤 了 F(A4), 它 包 售 和 4 伏 为 其 自由 生成 染 . 
这 拌 的 群 卫 (0 存在 , 且 任意 两 个 是 典型 同 构 的 . 

工 . 任 一 群 同 均 于 一 自由 群 的 商 群 ， 

群集 的 一 个 显示 由 生成 元 集合 公关 系 业 合 避 CP(A), 以 及 
酌 数 有 4->Q 组 成 ， 且 妆 求 其 扩 殉 所 成 的 同 态 p， 也 [4) 必 他 是 

，7 。 


个 满 同 态 , 其 核 是 五 (4) 的 由 生成 的 正规 子 群 . 车 4 各 召 是 两 
个 有 限 集 合 , 则 此 显示 称 为 有 限 的 , 且 G 丈 作 是 有 限 显示 的 。 


§ 4 模 汪 > 


我 们 主要 有 兴趣 的 五 寞 是 巨 为 主 理想 环 的 ， 不 过 ,我 们 将 从 
五 模 的 某 些 性 质 入 手 , 其中 互 是 个 带 单位 的 交换 环 ， 此 单位 作用 
在 每 个 所 考 虚 的 模 上 是 异同 的 。 车 pg，4->B 是 互 模 的 同 态 ， 则 
有 五 模 

ker p—{a€E Alpla) =0}CA 
img- 和 EBI3g(a), 对 某 此 cE 4} 呈 B 
cooker p=B/im g. 

1， Noether 同 物 定 理 设 和 4 得 是 模 O 的 子 模 , 且 设 4 十 
召 是 OQ 中 由 有 4UB 生 成 的 子 模 , 包含 映射 4 己 4 十 B 变 4 站 到 BB 
内 , 且 诱导 4/(4f 局 同 榴 于 (4 十 机 1/ 吾 . 

车 {4s}ser 是 带 指标 的 卫 模 族 , 则 其 直 积 x .4 是 个 卫 枢 , 且 
其 直 和 全 4 刀 也 是 一 个 忆 模 (@@4; 是 x4; 的 子 模 ,由 仪 有 有 限 个 
坐标 非 0 的 元 素 组 成 )， 召 模 ( 以 及 同 态 J&。 4s>4。, as 有 ) 的 道 
向 体系 {4s} 的 逆向 极限 tm-{4。} 是 个 了 模 ; 已 模 ( 及 同 态 ) 的 
顺 疝 体系 的 顺 向 极限 也 是 五 模 . 

史 . 性 一 忆 模 同 构 于 其 有 限 生成 的 子 模 ( 及 其 包含 映射 ) 药 顺 
向 体系 的 闫 向 玻 限 ， 

车 4 和 是 马 模 ,其 张 旦 积 4GOB ( 亦 写作 4GB) 是 个 号 


模 ， 对 于 a€4 和 8EB 存在 一 个 对 应 的 元 素 x3€ 4@B. 
4A@B 由 元 素 {x9512E 4, 8E B} 生成 , 且 对 于 6，o'€ 4 


马 作为 一 般 参考 书 , 可 看 晶 . Cartan 和 ,Bilenberg, Homoiogical Algebra, 
Princeton Unjversity Pross, N. F., 1956 及 B. MacLane, Homology, Springer— 
Verlag OHG,， Berlin, 1963. 奈 注 

交 ) 本 节 内 容 仅 应 用 隆 第 3 章 以 后 ， 作 为 只 阅读 这 个 节 译 本 的 读者 ， 可 赂 去 不 


Be 


5, WED, mr GE 下 有 关系 
atra) O78b) + (oDD, 
DI +r DD) =r{aDh) +r (cDb) 

成 立 . 

在 4 或 妃 又 是 好 模 的 情况 下 , 4@B 也 是 如 模 ， 

对 任 一 民 模 4， 由 ga->o 四 1 和 a1 定义 的 两 个 同 
坟 , 是 和 攻 开 AOR 和 R94 的 两 个 同 构 . 

人 各. 对 干 忆 模 女生 厅 在 4@B 到 BB 的 4 的 同 神 ， 将 5G@8 
变 为 ?Goa. 

和 若 二 和 奋 是 尼 检 , 互 和 口 是 忆 境 , 则 站 直 (4@@ 瑟 图 0 
到 4 加 (BO) 具 同 扳 ， 安 (g@5) 0 为 < 四 (Be) (再 者 管 故 杭 为 
三 是 妞 左 又 是 尼 祝 )。 

车 4 和 是 电 模 , 凑 同和 起 檬 Hom{4,B)T[ 也 写 为 Homzt4， 
加)] 着 以 五 同 态 4->B 为 元 素 的 五 模 在 4 或 了 了 也 是 羽 模 的 情 
党 下 , Homa(4，3) 也 是 个 辟 模 ， 

8,， 车 了 和 号 是 召 寞 , 召 和 O 是 情 模 ， 出 看 在 Hom(4 储 
吾 中 到 了 oma(4，Homem (如 C)) 的 同 构 ( 商 者 管 饶 视 为 吾 列 嗓 
视 为 尼 措 ), 将 下 同志 me AyB>0 变 为 忆 同 息 

p': A>Homr(B, 0), 
由 (0) (DB) =p(o@) 给 出 (0E4, 5EB). 

五 模 44 的 子 集 上 日 称 为 4 的 基 :{ 且 4 称 汶 由 请 自 帕 生 成 的 )， 
如 果 任 意 函 数 了 ，S->B, 其 中 如 是 一 五 模 , 人 深 许 唯一 地 扩充 为 同 
态 4->B， 沙 一 模 有 基 ， 则 称 它 为 自由 模 ， 对 于 任 一 集合 以 ， 
由 尽 生 成 的 自由 模 记 为 Fr(58), 是 从 到 下 的 所 有 有 限 非 0 五 
效 的 模 ( 涉 加 法 和 数 乘 以 显然 的 方式 定义 ), 且 将 5E8 等 辣 于 其 特 
征 函 数 ，a(S) 包 食 及 作为 其 基 ， 上 且 任意 以 召 为 基 的 模 典 型 地 回 


构 于 Fa)。 
4. 任 一 忌 而 同 构 于 一 自由 忆 模 之 商 。 


8. 若 A' 是 壬 的 子 模 A/A' 自由 ， 则 要 同 构 于 直 和 4 全 
(4/4). 

以 下 我 们 假设 中 是 主 理想 环 ( 遍 即 它 是 个 整 环 , 其 中 每 个 理 
想 都 是 主 理想 )， 车 4 是 个 五 模 , 其 找 子 模 Tor 4 定义 为 

Tor 4-{a€4|re=0, 对 革 非 0 的 "ER}. 
所 欧 为 搁 自 由 的 或 无 挠 的 , 若 Tor 4 一 和. 

9. 在 主 理想 环 上 一 个 自由 模 的 于 模 是 自由 前 

10. 在 主 理想 环 上 一 个 有 限 生成 的 模 ， 它 是 自由 的 淄 且 仅 当 
它 是 挠 自由 的 . 

11.， 在 主 理想 环 上 ,44/Tor 4 是 提 自 由 的 。 

车 4 是 在 主 理 盘 环 及 上 的 有 限 生成 的 模 ， 其 秩 p(4) 定义 为 
商 模 4/Tor 4 的 天元 素 的 个 数 . 

18. 若 册 是 主 理想 环 上 有 限 生 成 机 并 的 子 楼 , 则 

pl plA) tp(A/A). 

设 g，4->4 是 主 理想 环 上 有 限 生成 烧 4 的 自 同 态 . p 的 这 
Tr gg 是 卫 的 元 素 ， 它 是 在 自由 模 4/Tor 4 中 诱导 的 自 同 态 om 
的 迹 [ 亦 即 : 若 4/Tor 4 有 基 oz， …， ow 则 a0 一 Brumy 和 且 
Tr yp— Br. 

18. 设 pp 是 有 限 生成 机 44 的 自 同 坊 ， 且 设 及 是 和 4 的 子 柑 , 司 
(CA 则 g|A' 是 笋 的 自 同 态 , 且 府 在 话 导 出 的 A414' 的 自 
由 态 V'， 它 们 的 过 满足 关系 

rp 一 To A —Tr po". 

具有 单个 生成 元 的 模 称 作 梓 环 的 ， 在 主 理 想 环 站 上 这 样 的 
模 44 由 元 rAE 且 在 同 构 的 意义 下 记 示 性 ， 其 中 ra 生成 一 个 理 
起 , 由 所 夸 把 4 中 每 个 元 案 剖 等 化 的 元 素 所 组 成 {ra 在 怀 以 耳 的 
可 逆 元 素 的 意义 下 是 唯一 的 )， 

防 . 有 限 生 成 模 的 构造 定理 ”在 主 理 存 环 玉 上 ,和 草 一 个 有 限 
生成 柳 是 自 昌 模 i,，…， As 的 直 和 ， 它 们 分 别 对 应 元 素 所 
qm 世 且 , 具有 下 述 性 质 ; 六 可 以 整 效 W4 (Lig 一 1 元素 

六 原 书 为 TSi<g, 实 应 为 1<i<4 一 1 一- 译 广 - 


lor 


加 在 来 以 下 的 可 这 元 囊 的 意义 下 是 唯一 的 ， 且 与 这 个 模 
的 钦 -- 直 站 同 构 的 意义 下 示 性 此 模 ” 


$5 欧 氏 空间 


本 书 中 使 用 下 列 确 定 了 意义 的 符号 ， 
8 一 空 集 
名 一 整 数 环 
有 ,= 整数 mod 环 
五 一 实数 域 
一 复数 域 
日 一 由 元 数 除 环 
RR 一 n 维 除 氏 空间 , Ix| = Bz, 《ec 六 = Eon 
0 一 了 的 不 点 
了 一 单位 闪 线 截 
了 =- {0. 1}cI 
I" 一 n 维 立 方 体 到 ER*|0<m<l, 对 1<i< 寺 
六 {2E 训 | 对 某 名 2. 一 0 或 2 一 1} 
EB" 一 n 堆 实心 球 ={zEP||z|<1} 
8 一 (w 一 小 维 球 一 {rE BR"]|z1=1) 
"一 n 维 届 影 空间 一 把 8" 上 前 每 个 z 与 一 硬 合 后 得 到 的 
商 空间 
车“ 和 Y 是 一 实 向 量 空间 的 点 ， 联 接 它 们 的 闭 级 段 记 为 
多 , 可; 是 点 集 ttz+ 人 -sl0<e<D( 于 是 了 = 0,1). 若 
sg 史 y, 它们 所 决定 的 直线 是 点 集 【rz 二 (IgE 到 ， 实 向 量 空 
但 的 一 个 子 集 OQ 叫做 仿 射 流 彩 ,车 对 x、#EC 且 z3# 它们 决定 
曙 本 书 由 多 次 出 现在 司 移 匆 意义 下 天 唯一 的 ”， 意 轧 是 说 ， 若 有 民 个 汰 满足 杀 
件 ， 它 们 是 同 均 的 ，“ 作 司 从 的 意义 下 汶 “在 : 迹 元 来 的 意义 下 "等 ， 告 基 此 源 
解 。 “于 同 构 的 意 必 下 示 性 此 模 * 意 味 着 在 光 许 租 盖 一 合同 砚 的 琅 提 下 ， 互 提 唯 一 类 
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的 直线 也 包含 在 C 中 . 一 子 集 口 称 为 号 的 ， 车 yEC 昔 洪 
名 妇 CO， 吾 "的 台 体 是 本 的 一 池子 集 ， 包 含 如" 的 菜 个 毕 空 开 
子 集 (于 是 , 站 和 了 是 吾 " 的 凸 体 )。 

1 若是 如 的 山体 , 而 0 是 BR? 的 西林 , 则 CxO 是 本 
X 下 "一 尼 ?o 的 西 体 . 

2 民 * 的 任意 两 个 紧 致 凸 体 同 迁 . 

实 商 量 空 息 前 子 集 8 务 为 仿 碳 无 关 的 ,车 任 给 有 限 个 不 同 的 
元 素 mo oa zm ER 及 ,机 … 加 E 玫 使 0 了 far 一 小 
则 对 0e6<m 有 如 0 (这 等 价 于 条 件 : 加 一 ao 徊 一 oo， :om 一 
ao 线性 无 关 ). ” 

3. 在 有" 中 存在 由 mn 十 1 个 点 组 成 的 仿 身 元 关 的 子 集 ， 但 多 
村 nn 十 1 个 点 钨 人 坊 英 无 美的 子 集 不 存在 

有 .给 定点 zoy 014， 9 如， 内 它们 生成 的 西 业 是 子 全 
{tasl0<stes1 309 一] 集合 {zo, mu … 2m] 是 仿 射 无关 的 ， 
当 县 仅 妆 在 由 它们 生成 的 凸 全 中 ， 每 点 如 郡 有 唯一 的 表达 式 
z= Bho OK, OEEm) RR Bu=I. 
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第 1 章 同 伦 和 基本 群 


拓扑 学 是 研究 拓扑 宰 间 和 它们 之 间 的 连续 生 数 的 ， 一 个 标 闪 
的 问题 是 这 些 空间 和 函数 的 同 姑 分 类 一 个 基于 连续 形变 的 较 弱 
的 等 价 关系 导致 另 一 个 分 类 问题 ， 这 后 一 个 分 类 问题 在 代数 拓扑 
学 中 有 着 基 本 的 重要 性, 因为 对 于 它 , 用 得 上 的 工具 看 来 是 最 成 功 
的 . 

作为 一 个 对 我 们 的 月 的 来 说 可 以 进行 工作 的 定义 ， 代 数 拓扑 
学 可 视 为 用 代数 的 对 象 一 一 如 群 、 环 、 同 态 来 研究 拓扑 空间 和 连 
续 函 数 的 。 从 拓扑 到 代数 的 联系 是 称 作 画 子 的 变换 . 为 此 理由 ， 
81.1 和 8 工 .2 敏 力 衬 范 哮 和 活 子 的 基本 概念 . 

在 $1.8 和 51.4 中 引入 了 连续 形 次 的 概念 ,技术 上 理解 为 同 
伦 的 概念 。， 然后 定义 同 伦 范 畦 和 在 此 范 睹 上 的 某 些 孟子 , 这 一 切 
对 于 主题 都 是 重要 的 。 5 1.5 和 $1.6 致力 于 研究 使 同 伦 范 哮 上 
的 孙 于 取 值 于 群 范畴 的 条 件 ， 作 为 例 于 ,简单 地 提 到 同 伦 群 孟 于 . 

在 8$1.7 和 81.8 中 引入 和 讨论 的 是 第 一 个 被 详细 考虑 的 函 
子 ， 即 基本 和 群 函 于 . 这 是 一 个 在 代数 拓扑 学 中 具有 直观 感染 力 的 
这 种 函 子 的 钢 子 ， 章 末 的 习题 中 提出 了 此 孟子 的 一 些 应 用 ， 在 第 
二 章 中 应 用 此 函 半 村 袖 伍 空间 的 系统 研究 和 分类. 


$1 范 时 


拓扑 的 代数 才 记 就 是 从 拓扑 到 代数 的 变换 ， 这 样 的 表示 变 一 
个 拓扑 问题 为 一 个 代数 问题 ， 终 绪 于 有 足够 多 的 表示 使 得 一 个 拓 
扑 问 题 可 解 , 当 (或 仪 站 》 泛 所 有 对 应 的 代数 问题 缘 可 解 ， 

表示 敬 定 义 哨 式 上 朗 称 作 辐 于, 将 于 下 节 中 给 击 。 本 节 则 至 
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力 于 范畴 的 竹 含 ， 因 为 函 子 是 从 一 个 或 几 个 范畴 到 另 一 个 范畴 的 
带 有 某 些 自然 性 质 的 函数 。 

一 个 范畴 可 以 直观 地 想像 为 由 集合 或 许 带 有 附加 构造 的 集合 
以 及 或 许 保持 附加 构造 的 函数 所 组 成 。 更 确切 地 说 ， 一 个 范 轩 名 
让 下 列 内 容 组 成 ， 

{8) 一 奖 对 象 . 

(b》 对 每 个 由 对 和 象 且 和 了 构成 的 有 序 偶 , 一 个 态 集合 
hom{ 肪 ,了 ),， 世 卫 为 定义 域 , 了 为 什 域 ; 落 也 Ebom( 忆 了)， 我 
们 写作 f 了 X 了 或 了 一 > 了 ， 

(6) 对 于 由 对 象 耳 , 了 和 2 构成 的 每 个 有 序 三 重组 , 一 个 钢 
数 , 把 一 对 态 关 了 节 坟 了 和 由 了 > 各 对 应 于 另 一 个 叫做 它们 的 合 
成 的 态 9f 一 gof: 到 一 2 


这 些 满足 下 列 两 公理 . 
结 台 律 车工 -> 了，% 了 2 和 Z3>W， 
则 blgf) = (hg)f. AW. 


存在 单位 态 , 对 每 个 对 象 了 存在 态 lz: 了 了 , 使 着 f: 互 一 
也 则 17f= 所 车 有 了 ->2, 则 hly= 有 h。 

潜 对 象 的 类 是 个 集合 , 这 范畴 叫做 小 的 。 对 我 们 的 大 多 数目 
的 来 说 ， 我 们 不 妨 限制 注意 力 于 小 的 范畴 ， 但 在 得 到 一 个 范畴 之 
前 , 就 不 得 不 限定 对 象 的 集合 , 毕 竞 是 不 方便 的 ， 例 如, 我 们 喜欢 
考虑 其 对 象 是 集合 或 群 的 范 上 时 ， 但 我 们 宁 厌 考虑 所 有 集合 或 群 的 
类 ,而 不 是 在 这 两 例 中 考 典 集合 或 途 的 一 些 适当 的 集合 . 

从 两 公理 可 以 推出 ,ITr 是 唯一 的 ( 见 下 而 的 引 理 切 ， 称 之 为 
了 的 单位 坊 ， 给 定 态 f: 总- 了 及 了 > 芳 , 使 9 一 1x, 9 称 为 
了 的 在 也; 了 称 为 9 的 右 这 。 一 个 态 既 是 了 的 左 逆 又 是 地 的 右 着 ， 
称 为 了 的 双边 过， 或 简称 为 着 。 态 六 及 > 了 称 为 等 价 ,， 记 作 
天 及 了, 著 另 有 态 区-> 瑟 为 了 的 双边 送 ， 著 1 .了 > 及 是 
了 的 左 逆 ，9'， 了 -> 台 是 了 的 右 北 , 则 

yg—glr-g (fg) = 99 -19" ~", 
lg 


这 说 明 9 一 多 从 而 有 下 述 引 理 ， 

1， 引 理 老 户 互 -> 了 有 一 应 送 和 一 右 北 ， 则 二 者 划 茜 ， 且 
了 是 一 个 苇 价 . 四 

特别 地 ， 等 价 产 且 必 了 有 唯一 的 道 ， 记 为 站 了 了 玉 了 ,上 且 
站 也 是 等 价 、 著 有 一 个 等 价 f 天守 了 了 , 则 斑 和 玉 称 为 等 从 
的 , 记 开 必 了 。 因 为 易 见 等 价 的 合成 是 等 价 , 收 关系 宅 是 名 的 对 
象 的 任 一 集合 中 的 等 价 关系 ， 

下 面 列举 范 注 的 一 些 便 子 ; 

8， 集合 和 函数 的 范畴 [ 亦 即 : 对 象 类 是 全 体 集合 的 类 , 且 对 集 
合 卫 和 了 , hom( 耳 , 了 ) 等 于 了 从 及 到 了 的 函数 的 集合 ]。 

.拓扑 空间 和 和 连续 映射 的 范畴 . 

。 群 和 同志 的 范畴 . 

. 且 模 称 同 态 的 荡 暑 . 

、{ 在 癌 上 的 ) 败 范 环 和 连 持 同 态 的 范 旺 ， 

， 集 合 和 单 映 (或 满 映 , 或 双 罗 ) 的 范 时， ， 
， 点 标 集 ( 点 标 集 是 非 空 的 且 带 有 一 区 别 出 的 元 素 的 集合 ) 
和 保持 所 区 草 元 素 的 函数 的 范畴 ， 

9， 点 标 拓 提 空间 (点 标 拓 捉 空 间 是 非 空 的 且 带 有 一 基点 的 拓 
站 空间 和 保 基 点 的 连续 时 射 的 范 畏 . 

10. 有 限 集合 和 落 数 药 范 路 . 

11. 给 定 三 中 的 一 个 偏 序 , 则 有 一 个 范畴 ,其 对 象 为 子 的 元 
素 , 且 使 hbom(%, ww) 只 包含 单个 有 序 偶 (2, 中 或 为 空 祭 , 依 mm 
或 vw 大 而 定 . 

2. 群 及 其 同 态 的 共 晃 类 的 范畴 ( 亦 即 : 一 个 态 G_>G' 是 从 
@G 到 他 的 同 态 的 一 个 等 价 类 , 两 同 术 是 等 价 的 , 车 它们 差 一 个 印 
的 内 自 同 构 )。 

子 范 叶 多 己 儿 是 个 范畴 , 癸 得 

a) G 的 对 条 也 是 多 的 对 象 ; 

Kb) 对 于 久 的 对 象 王 ' 番 了 了 

eme (X’, 了 Chomw( 工 了 
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的 阁下 了 了 ' 我 也 2 是 久 的 穴 , 它们 在 贸 中 
的 合成 等 于 在 多 中 的 合 碾 . 
留 称 为 多 的 游子 范 叶 , 洲 久 是 名 的 子 范 上 时， 旦 对 络 葛 对 
象 了 和 了 home( 了 ,了 一 homs( 了 FY)， 上 述 例 7 的 藻 肝 
是 例 2 的 范 游 的 子 范畴 ， 例 10 的 范畴 是 例 2 的 范畴 的 海子 范 贿 ， 
例 8, 4, 5, 6 和 8 的 范 了 不 是 集合 的 范畴 的 子 范 哮 , 因为 这 些 范 
团 的 对 条 帮 是 有 附加 构造 的 集合 (所 及 这 些 范畴 的 不 同 对 象 可 以 
基于 相同 的 集合 )。 年 例 工 和 了 2 中 , 每 个 的 落 苦 的 态 不 是 画 数 ， 
于 是 ,这 些 范畴 没 有 一 个 是 集合 范畴 的 子 范 畔 . 
一 个 这 样 的 方形 医家 
-syY 
二 省 
开刀 了， 
称 为 可 交接 的， 车 其 中 始 于 同一 位 置 是 终 于 同一 位 墅 的 套 的 两 个 
合成 相等 , 即 当 生 仅 当 hf 一 fy. 
下 面 是 联系 于 一 个 给 定 范畴 的 某 些 范 畔 的 指 述 ， 给 室 一 个 纯 
里 %, 存在 与 其 联系 的 一 个 范 畦 称 为 多 的 坊 范 轩 。 其 对 象 为 名 
的 态 下 -二 > 了 ， 其 宇 义 域 为 下 - 工 > 了 ， 值 城 为 "~ 作 了 ' 的 
太 是 态 但 %， 民 -> 工 ' 和 如 了 -> 了 ”使 方形 图 表 
XL 


中小 

了 -也 了/ 
可 交换 。 我 们 可 以 用 类 役 的 方法 以 多 的 态 的 图 才 为 对 象 得 到 比 

以 多 的 态 为 对 象 的 与 当 联 系 的 更 一 般 的 适当 的 范畴 、 

设 多 是 范畴 ， 其 对 象 是 带 有 附加 构造 的 集合 (例如 有 区 别 出 
的 元 素 或 有 个 拓扑 ), 其 态 是 保持 附加 构造 的 范 数 ， 鲁 如 , 多 可 以 
是 例 2 到 例 10 中 的 任何 一 个 、 存在 与 名 联系 的 范 旷 , 绑 为 儿 的 
翅 苑 团 ， 其 对象 是 单 睦 术 训 4 一 卫 《 因 在 这 样 的 范 暑 中 每 个 访 都 
.7 


是 函数 , 汾 碟 这 些 单 映 是 有 意义 的 ); 其 态 是 交换 的 方形 图 下 
A 一 > 让 


4 
Bi 

这 样 ,多 的 个 范畴 是 多 的 态 范 轩 的 满 子 范畴 ， 记号 ( 卫 ， 4) 表示 
由 芒 和 4CX 组 成 的 偶 , 记 号 天 (XX， 4) 一 (FY, 本 意味 着 下 
卫 >7 是 儿 的 一 个 态 ,使 f(6( 信 ) 一 jCB)， 所 以 ,多 的 个 范畴 以 
CC 必 为 对 象 ,以 六“《 开 ， 力 一 (7， 本 为 态 . 

车 后 和 全 为 范畴 ,其 可 x 后 是 个 范畴 ， 它 的 对 象 为 
有 序 偶 (Ps, 了 3D), 了 ;是 名 的 对 象 ,了 是 多 的 对 象 ， 其 态 
(Xi XX) 一 (Ys 了 9 是 态 的 有 序 个 ( 户 用 ， 其 中 户 开 r>P 
在 络 中 , 天，XXs > 了 。 在 i 中， 类 似 地 ， 任 意 一 族 带 指标 的 范 
游 的 积 也 可 给 出 . 

纵 定 一 个 范 蝴 多 存在 一 个 对 二 范畴 2， 其 对 和 象 了 "与 多 
的 对 象 了 一 一 对 应 3， 其 态 广 了 "> 卫 * 与 态 大 下 -> 了 一 一 对 
应 [Prg 定义 为 (0 办， 对 多 中 的 于 一 > 了 一 3 加 . 我 们 将 
(ix 与 多 等 辣 起 来 ,使 ( 了 9 三 及 ( 门 * 一 大 

其 次 来 说 明 如 何 解释 和 与 积 ， 以 及 在 任意 范畴 内 的 顺 疝 与 六 
向 极限 ， 范 畴 多 的 戏 象 及 称 为 初 直 对 象 ， 若 对 多 的 每 个 对 旬 
了 ,集合 hom( 斑 , 了) 恰 包 含 一 个 元 素 ， 对 个 地 , 多 的 对 象 2 称 
为 终 目 对象 ， 若 对 多 的 伍 个 对 象 了 ,集合 hom(Y，Z) 恰 包 含 一 
个 元 素 ， 注 意 到 ,多 的 任意 两 个 初始 对 余 等 价 ， 任 意 丙 个 终止 对 
条 也 等 价 ， 在 例 2 和 3 中 , 空 集 是 初始 对 象 , 任 一 单 点 集合 或 单 点 
拓扑 空间 是 终止 允 象 ， 在 例 4 中 ,平凡 群 是 初始 对 余 , 又 是 终止 对 
象 ， 在 例 7 中 ,集合 各 双 陕 的 范畴 旗 无 初始 对 象 , 也 无 终止 对 象 . 

设 {了 yjyer 是 范畴 多 的 带 指标 的 对 条 族 ， 设 Yo 是 一 个 

名 本 书 的 一 一 对 应 ， 是 指 两 个 集合 之 间 的 一 个 双 颈 。 但 此 外 的 了 * 与 了 一 一 对 
应 , 应 还 解 为 有 一 个 了 了 便 有 一 个 * 与 之 对 应 , 反之 , 有 一 个 了 * 使 有 一 个 了 与 之 对 
应 ,而 不 能 理解 为 了 与 了 * 是 有 一 一 对 应 的 尖 个 集合 。 一 一 译注 
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范畴 ， 其 对 象 是 名 的 带 指 慰 的 态 族 [Piycm， 每 个 对 旬 之 中 的 说 
访 有 共同 的 值 域 ， 此 范畴 中 从 对 象 {fa 了 ,>Z} 到 对 象 { 方 :了 一 
2 人 的 态 , 是 名 的 态 9g 2 >2 满足 g 记 -~ 方 (jE)，I{ 玉 的 
一 个 初始 对 象 称 为 族 他} 的 和 . 在 名 中 一 个 给 定 指 族 可 能 硝 
和 , 也 串 能 没有 和 。 集合 和 是 集合 范畴 中 的 和 ,拓扑 和 是 拓扑 空间 
的 范畴 中 的 和 ， 直 和 是 于 模 的 范畴 中 的 和 .在 有 限 集 的 范畴 中 ， 
一 般 地 说 , 仅 有 有 限 族 有 和 .类 似 地 , 在 有 限 生 成 如 模 的 范畴 中 ， 
一 般 地 说 , 仅 有 有 限 族 有 和 . 

对 侦 地 ,在 名 中 给 定 带 指标 的 对 象 族 { jyeyr. 设 多 {了 了 4} 是 一 
个 范 哮 ,其 对 象 是 多 的 具有 相同 定义 域 的 带 指 宗 的 态 族 {9gyher 
从 对 象 {9 忆 一 了 全 到 对 象 {9% 下 一 9 的 态 ， 是 多 中 的 态 
户 并 -> 互 ' 满足 %7= 钞 对 任意 JEJ，2{ 了 1 的 一 个 终止 对 象 
称 作 族 {了 ) 的 积 .集合 的 笛 卡 儿 积 是 集合 范畴 中 的 积 , 拓扑 积 是 
拓扑 空间 的 范畴 中 的 积 ， 直接 积 是 群 或 如 模范 畴 中 的 积 ， 在 有 限 
集合 (或 有 限 生 成 的 模 ) 的 范畴 中 , 一 般 地 说 , 仅 有 有 限 族 有 积 . 

范畴 多 中 的 一 个 顺 侣 体系 {Y*, 人 ) 包括 带 指标 的 一 个 对 象 
族 47“},， 指标 取 丁 一 个 顺 向 集 4 一 {a}, 以 及 名 中 的 态 族 {f& 
了 "> 了 3} (对 a<B), 它们 满足 ， 

(8) fa=1y, (对 Ed 

人) 凡 =- 户 有 了 3 了 Y (对 BD) 在 4 中 . 

于 是 有 一 个 范畴 dir {Y", f 旭 ,其 对 象 为 带 指标 的 态 族 {go 
了 Yo->2}sen 使 得 9s 一 9af4, 车 在 4 中 <<B8, 它 的 以 对 象 {go: 了 “下 
如 为 定义 域 .以 对 象 {gs: 了 "> 为 值 域 的 态 , 是 多 的 态 天 人 > 
人 和合 59 -和 2EA4，dir {7", 疹 ] 的 一 个 初始 对 象 称 为 顺 向 体 
系 {Fe ji 的 一 个 是 向 极限 ， 集 合 、 拓 扑 空间 、 群 和 召 模 的 顺 向 
极限 ,就 是 它们 各 自 的 范畴 中 的 北向 极限 ,可 当做 范畴 中 顺 向 极限 
的 几 个 例子 . 

对 偶 地 ,多 中 的 -个 道 向 体系 { 了 。 灵 } 包括 取 指标 于 须 向 集 
4 = !o 的 对 象 族 { 了 oj 及 一 个 多 中 的 态 族 TA2 了 o> 了 Ye} (a< 
BE A), 洲 足 ; 


“ioe 


多 fe=1r, (对 aE A); 

人 下- 天 所 Te (对 mB<7 在 4 中 ). 
于 是 有 有 一 范 蛙 inv{ 了 。, f8}, 其 对 象 为 带 指标 的 态 族 {9s。 于 -> 
Vajoess 入 得 go 一 fage, 车 we 和 8 在 4 中 ;其 以 对 象 {9s: 人 > 了 eo} 
为 定义 域 ， 以 对 象 {9: 卫 一 了 2} 为 值 域 的 态 是 名 的 态 及 下 -> 
王 。 使 gh 一 go (aE 人，inv{ 了 sf} 的 一 个 终止 对 象 称 为 逆向 
订 系 位 o,f83 的 一 个 送 向 机 限 ， 集 宫 、 拓 提 空间 , 群 和 加 模 的 逆 
向 极限 是 在 它们 各 自 的 范 竺 中 的 北河 极限 ,成 为 洲 向 极限 的 例子 ， 

类 似 的 考虑 可 以 在 范畴 多 中 定义 任 一 带 指标 的 对 象 族 及 这 
华 将 象 之 间 的 带 指 标的 态 族 的 顺 现 和 逆向 极限 。 细节 从 咯 . 
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我 们 对 范本 的 主要 兴趣 在 子 从 一 范畴 到 另 一 个 的 映射 *， 具 
有 保持 单位 和 合成 的 自然 性 的 那些 映射 叫做 函 子 ， 本 节 致 力 于 一 
个 或 多 个 变 元 的 孙子 的 定义 ,一些 例 子 和 应用 , 以 及 定义 在 孙子 之 
闻 共 自然 变换 ， 
设 名 和 急 是 范畴 .一 个 从 名 到 多 的 协 变 函 子 或 反 变 要 
子 ) 由 一 个 对 象 画 数 和 一 个 态 函 数 纽 成 ， 对 条 函数 把 名 的 每 一 个 
对 象 了 变 到 急 的 对 象 了 (CS)， 态 函数 把 多 的 每 一 个 态 户 全 > 了 
变 到 多 的 一 个 态 
TP THEIFTOORTN, TOOITOEN, 
使 得 下 列 二 条 成 立 : 
(2) 了 (tr = nes 
(bh) Trgf) =T WTP [或 Tf = TA TN]. 
下 面 列举 函 子 的 一 些 例子 : 
4、 从 拓 丰 空间 和 连续 喘 射 的 范畴 到 集合 务 数 前 范畴 的 一 
个 协 变 函 子 将 任 一 括 扑 空 丫 变 到 其 所 基于 的 集合 ， 粥 函 子 称 为 可 
让 十 子 ,因为 它 "小 忘 " 了 空间 的 拓扑 竺 掏 . 
罗 这 由 的 映射 和 下 段 中 的 丽 数 , 不 代表 其 原 义 , 只 更 逢 为 单 值 的 对 应 - 一 一 译 许 
+ 30 。 


2、 耻 集合 与 男 数 的 范畴 到 召 模 与 同 态 的 范畴 的 一 个 协 变 函 
子 将 任 一 集合 变 到 由 它 生成 的 自由 卫 模 . 
3 给 定 一 个 确定 的 如 模 Mw 有 一 个 从 对 模 和 同 态 的 范畴 
到 自身 的 声 变 (或 反 变 ) 函 子 ， 普 刁 模 型 为 卫 模 Home(Mo M》 
[或 Homas( 肥 Mo]. 
4 对 任 一 范畴 多 和 多 中 的 对 条 了 ,有 一 个 从 多 到 集合 与 
一 数 的 茫 畴 的 协 变 (或 反 变 ) 丽 子 orr{ 或 = 将 名 的 对 象 2 城 
卫 ) 变 到 集合 mr(2) = homf 了 r，2 [或 (了 Z) =hom( 写 ， 了 了、 
并 将 态 太 多 >Z'[ 或 下 > 王 ] 变 到 函数 
hs=my Rh): hom(Y, 3) -rhom(F, 2’) 
[或 六 = (f): hom(X', YF)->hom(X, 了 )]， 
由 (四 = Fog 对 多 [或 并 四 一 Yo 对 作 卫 -> 六 ] 所 定 
义 、 
65. 从 紧 致 Hausdorff 空间 和 连续 英 射 的 范畴 到 再 上 的 歧 范 
环 和 连 起 冉 态 的 范畴 的 反 变 函 子 C, 柜子 变 到 其 上 闯 续 实 值 酉 
数 的 同 范 环 . 
6， 从 拓 种 空间 和 连续 映射 的 落 财 到 交换 群 和 间 态 的 范畴 的 
一 个 协 变 语 子 吾 。, 后 有 Ho( 了 ) 是 由 卫 的 分 支 组 成 的 集合 生成 的 
交换 群 ,并 且 若 .下 -> 了 是 连续 映射 , 令 
Ho(f), Ho( 3 ) -> HoT) 
是 这 禅 的 同 态 若 C 是 也 的 一 个 分 支 , Cr 是 了 的 包 售 了 (OO) 的 分 
支 , 则 吾 (( 亡 C=O. 
Y， 在 范畴 多 中 的 一 个 顺 疝 体系 (或 逆向 体系 ) 是 从 ( 依 例 
1.1.11 所 定义 的 ) 顺 向 集 的 范畴 到 多 的 协 变 ( 或 反 变 ) 丽 子 . 
8. 对 任意 范畴 多 有 一 个 到 其 对 立 范畴 "的 反 变 孙 子 , 变 
多 的 对 象 卫 为 @' 的 对 祭 卫 "， 变 名 的 态 大 了 -> 了 为 "的 态 
ff; Yo 
区 通常 ， 下 ( 表示 0 维 商 异同 亩 柚子 ， 则 百 c( 互 ) 为 于 代 注 路 分 支 集合 生成 的 自 
日 交换 群 ， 一 一 译注 
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注意 : 在 多 上 的 任 一 反 变 质子 对 应 于 在 多 " 上 的 一 个 协 变 本 
子 , 反 之 亦 然 ， 所 以 任 一 函 子 可 祝 为 在 某 适 当 范 畴 上 的 协 变 函 子 . 
尽管 如 此 , 我 们 在 以 下 可 看 出 , 在 考虑 多 上 协 变 病 子 的 问 时 也 考 
嵌 反 变 函 子 ,要 上 比 在 两 个 范畴 上 仅 考 虑 协 变 阔 子 更 方便 , 
任意 一 个 从 拓扑 空 间 和 连续 映射 的 范畴 测 一 个 代数 范 酶 ( 例 
如 交换 群 和 同 态 的 范畴 ) 的 孙子 是 对 拓扑 范畴 的 用 代数 范 酶 的 者 
示 -。 代 数 拓扑 学 就 是 研究 这 类 趣 子 的 ; 下 而 来 说 明 怎 祥 利用 函 子 
来 得 到 拓扑 问题 可 解 性 的 必要 条 件 . 
9. 定理 设 人 是 从 范畴 留 到 范畴 多 的 函 子 . 则 了 把 从 中 
的 等 价 变 到 多 中 的 等 价 ， 
证 明 设 卫 是 协 变 函 子 ( 营 卫 是 反 变 栈 子 , 则 可 以 类 似 地 论 
证 ). 设 f. 了 是 名 中 的 等 价 , 则 了- 于 =1z. 故 
law TUN -TF IPD. 
类 伺 地 ,TC 有 TOC)=Izcwy， 记 以 T( 扩 是 了 (内 的 双边 道 ,从 
而 人 (有) 是 多 中 的 等 价 . 上 
特 细 地 ， 若 了 是 拓扑 空间 和 人 连续 映射 范畴 上 的 代数 函 子 , 则 
子 同 胚 隆 工 章 必 要 条 件 是 : T(Z) 等 价 于 荆 ()， 这 冬 ， 倒 好 中 
的 函 子 HH。 说 明 实 直线 召 与 实 平面 B? 不 同 肚 . [人 要 设 其 同 用 , 则 
尼 一 0 将 同 胚 于 ?一 p, 对 茶 pE RS, 但 恕 o( 避 一 0) 为 两 个 生成 
元 上 的 自由 交换 群 ， 而 oCR? 一 p) 是 一 个 生成 元 上 的 自由 交换 
群 .] 这 是 个 平凡 的 例子 ， 然而 , 在 第 四 章 中 将 要 推广 吾 。， 面 写 
义 的 同调 阔 子 了 Ha 可 以 通过 同 祥 方式 用 来 证 明了 各 和 R" 在 nm 
时 不 向 大， 
在 应 用 代数 函 子 于 拓扑 间 题 时 ,代数 时 常 扮演 重 要 的 角色 . 全 
如 ， 设 To 是 由 合成 函 子 Ho 和 可 址 丁子 而 得 到 的 沙子 ,这 可 遗 
函 子 把 每 个 交换 属 变 到 它 所 基 子 的 集合 。 函 子 To 并 不 比 旦 , 包 
会 更 多 的 信息 ,不 能 给 出 辣 肥 的 更 强 的 必要 条 件 [ 例 如, ToC 有 BR 一 中 
和 PolBR: 一 p) 是 两 个 可 数 无 穷 集合 , 因 之 ,它们 在 集合 和 画 数 的 范 
六 本 书 未 定义 函 子 的 合成 。 但 读者 可 以 对 照 五 数 的 合成 而 自然 得 出 ， To 壤 书 作 
To(X), 为 作者 管 党 。 一 一 译注 
:2 


畴 中 是 等 价 的 ]。 为 此 理由 ,提供 带 有 尽 可 能 多 的 代数 构造 的 函 子 
是 重要 的 ， 稍 后 , 我 们 要 考虑 关于 选 定 前 拓扑 空间 的 函 子 ,这 些 函 
子 取 信 于 集合 和 函数 的 范 上 暑 ， 但 是 其 中 依赖 于 定义 它们 的 特殊 闪 
间 的 某 些 性 质 是 到 媳 和 同 态 的 范畴 的 函 子 %， 在 此 情况 下 附加 的 
代数 构造 将 证 明 是 有 用 的 . 

为 了 说 明 如 何 应 用 函 子 研究 另 一 类 问题 , 设 4 是 拓扑 空间 天 
前 予 空间 ， 且 设 广 十 > 六 是 连续 的 ， 所 谓 扩 区 问题 ， 是 决定 了 是 
否 可 连续 扩充 到 不 上 , 亦 即 ， 三 角形 图 下 

万 CT 
~、 
7 
中 的 史 稍 头 是 否 对 应 于 一 个 使 这 了 图表 可 交换 的 连续 酉 射 . 

I0. 定理 设 人 了 是 从 拓 站 空间 和 连续 映射 前 范畴 到 范畴 狐 
前 协 变 隔 子 ( 垢 反 变 西 子 )， 映 射 玫 4> 了 可 扩充 子 瑟 的 必要 订 
件 是 ; 看 在 态 p; (下) 一 TP(7) [或 ,全 (P) 一 (四)]， 使 pe 了 TD( 的 
[六 TC 有 ~ 了 TO)og] (这 里 如 4CC 有 ). 

证 明 设 扩 了 > 了 是 了 的 扩充 ， 则 f%=f， 所 以 ，T(f)。 
(= 下 (及 [或 开 0P = 了 (oT 于 是 ,TT( 了 1 可 取 为 态 p. 目 

上 壕 结果 可 用 于 证 明了 的 异同 映射 不 能 扩充 为 连续 映射 
I» 了， 我们 用 函 子 百 。 得 到 必要 条 件 ; 必须 存在 同 态 go 了 > 
Hot 四 ,使 peHo( 四 一 HoQi1) (这 里 包 了 CID). 因为 到 (了 是 
两 个 生成 元 上 的 自由 交换 群 ， 耐 豆 o( 刀 是 一 个 生成 元 上 的 自由 奖 
换 群 ， 故 这 样 的 同 态 不 存在 .这 仍 虑 是 个 平凡 的 例子 ， 但 它 说 明 
了 一 个 方法 ,以 后 将 定义 的 一 般 的 同调 函 子 用 同样 方法 说 明 人 的 
恒 间 映射 不 存在 连续 扩充 吾 "8”、 

这 样 ,我们 看 到 ,一 个 省 子 建立 了 拓扑 问题 可 解 性 的 一 个 必要 
条 件 . 也 存在 这 些 必 要 条 性 又 是 充分 条 件 的 情况 . 例如 ,全 5 中 的 
函 子 给 出 同 县 的 充分 必 要 条 件 - 一 亦 即 ， 两 个 紧 致 了 ausdorf 

， 这 里 画 子 的 “ 秆 ”并 未 给 出 定义 ， 作 者 在 写 到 孙子 水 及 的 一 些 概念 时 ， 经 常备 
用 亲 数 的 类 沁 概 久 , 读者 可 对 腿 理解 。 下 边 不 青 为 此 作 注 ,一 一 译注 
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空间 于 和 了 则 胚 , 当 且 仅 当 C(Z) 和 CC) 间 构 ”， 但 这 并 非特 
别 重要 的 结果 ,因为 容易 看 出 ,决定 两 个 赋 范 环 是 否 同 物 并 不 比 决 
定 两 个 紧 致 Hausdor 企 空间 是 否则 胚 更 容易 .我 们 来 寻找 这 樟 的 
通 子 , 它 是 到 比 拓扑 空间 稍 简 单 的 范畴 的 , 要 使 在 这 些 范畴 中 出 现 
的 代数 问题 能 够 有 效 地 解决 ， 代数 拓扑 学 的 一 大 问题 是 寻找 或 计 
算 足 够 多 的 这 样 的 函 子 ,使 特殊 拓扑 问题 的 可 解 性 等 价 于 对 应 前 
《或 说 较 简单 的 ) 代 数 问题 的 可 解 性 . 

我 们 将 有 机 会 把 画 子 互相 比较 ， 这 是 按 画 子 间 的 喘 射 的 适当 
的 定义 可 做 到 的 ， 设 Zi 和 Ts 是 从 范畴 多 到 范畴 隐 的 同 变 函 子 
(局 为 协 变 或 同 为 反 变 )， 从 Za 到 了 as 的 一 个 自然 变 挠 p 是 从 多 
的 对 象 到 钨 的 态 的 一 个 函数 ， 使 对 名 的 每 个 态 f, 五-> 了 ， 下 面 
两 个 图 表 之 中 适当 的 一 个 可 交换 


TX DTP) TK) TF) 

P(X) 多 (了 p(X) gp(F) 

TF) LD TY) TK) LR TF) 
TT 是 协 塞 的 DT 是 反 变 的 


车 p 是 从 T, 到 Ts 的 自然 变换 ,使 对 多 的 每 个 对 象 互 ,P( 开 》 
是 多 的 等 价 , 则 p 称 为 自然 等 价 . 

作为 自然 变换 的 一 个 例子 , 设 了 1、 了， 是 范畴 名 的 对 象 , 且 设 
外 了 xi-> 了 s 是 多 中 的 态 ， 则 有 一 个 从 协 变 函 子 mr 到 协 变 函 子 
sw, 的 自然 变换 g*， 以 及 从 反 变 函 子 rz 到 反 变 泉 子 w7 的 自然 
变换 gr. 车 g 是 名 的 等 价 ,这 些 自然 变 换 便 都 是 自然 等 价 . 

这 里 还 考虑 一 串 变 元 的 函 子 ， 这 样 ,车 铬 ,你 和 儿 是 范 财 ， 
具 贸 x 史 到 多 的 一 个 协 变 函 子 称 为 在 每 个 范 轩 内 协 变 的 一 个 
二 元 沪 子 ， 从 多 xG 到 多 的 协 变 函 子 ， 被 祝 为 从 有 序 偶 (和 zy 
互 s) 的 一 个 丞 数 ,其 中 互 : 是 多 的 对 象 , 全 是 9 的 对 象 ， 称 为 
在 第 一 个 内 协 灾 及 在 第 二 个 内 反 变 的 二 元 函 子 。 以 类 似 的 方式 可 
以 定义 有 混合 变 元 的 更 多 元 的 函 子 . 


1 RQ. F. Bimmons: Iniroduction to Topology and Modern Analysis (第 330 
页 定理 了) MeGQraw-Hill Book Company, New York, 1963. 一 一 原 注 


24 


车 多 是 任 一 范畴 ， 穿 在 从 多 到 集合 和 函数 的 范 随 的 二 元 应 
子 , 在 第 一 元 为 反 谈 , 在 第 二 元 为 协 变 ， 这 函 子 把 名 的 对 象 工 和 
站 的 有 序 侦 痰 为 集合 hom《 甩 ,了 了 ), 把 多 的 态 产 王 一 王 和 
.了 -> 了 ' 的 有 序 侦 变 为 函数 
frgo™— sf hom(E, YF)->hom(F’, F), 


83 同 伦 


拓 盾 空间 和 连续 映射 在 拓扑 等 价 意义 下 的 分 类 向 题 看 来 无 染 
如 $1.2 所 描述 的 那样 ， 直 接 闫 手 于 可 计算 的 代数 画 子 。， 可 计算 
前 耿 子 的 大 多 数 因 为 是 可 计算 的 , 在 过 续 形变 下 是 不 变 的 ; 所 以 
它们 是 不 能 区 别 连 续 地 从 一 个 形 变 为 男 一 个 的 空 何 (或 脾 身 ， 最 
多 内 可 在 连续 形变 意义 下 示 性 此 空间 (或 映射 ). : 

本 节 中 将 用 同 伦 的 概念 把 连续 形变 的 走 观 概念 精确 做 出 ， 这 
导出 同 伦 范 呈 , 它 对 代数 拓扑 学 是 基本 的 . 它 的 对 象 是 拓扑 空间 ， 
它 的 态 是 连续 映射 的 等 价 类 (两 映射 等 价 ,如果 一 个 能 连续 地 形变 
到 另 一 个 ).。 为 了 技术 上 的 理由 , 我 们 不 略 于 拓扑 空间 的 同 俗 范 
旺 , 而 是 考虑 比 它 大 的 但 的 同 伦 范 哇 . 

一 相 丘 扑 偶 ( 互 ，4) 由 拓扑 空间 及 和子 空 间 4 忆 有 组成. 落 
4 是 空 集 , 记 以 所 将 不 区 别 偶 ( 工 , 份 与 空间 筷子 偶 ( 开 0 A)， 
C(Z 4), 由 卫 'C 瑟 和 4CcC4 的 但 组 成 ， 偶 之 间 的 驳 射 产 
( 卫 , 4D 一 (7, BB) 是 从 于 到 了 的 连续 映射 了 ,使 得 (区 CCB. 并 
且 如 同人 $1,1 中 所 述 , 存在 一 个 拓扑 偶 和 它们 之 间 的 胰 射 的 范畴 ， 
它 以 拓扑 空间 和 连续 映射 的 范畴 为 子 范 睹 。 点 标 拓扑 空间 和 和 连续 
映射 的 范畴 也 是 它 的 子 范畴 . 

给 定 一 个 拓扑 偶 ( 卫 , 人 4, 记 侦 ( 了 xI, 4x 刀 为 (X, 4A)x 
工 设 玉 全， 并 假设 fo, i: (了 ,4) 一 (7, 本 在 瑟 ' 上 重合 
( 妓 fol 耻 /= 及 | 卫 )， 则 记 相 对 于 及 同 伦巴 户 , 记 为 

fofi rel X', 
车 有 了 映射 
25+¢ 


五 :在 ， AYxXI>{F, 8) 
使 Plw, 0)~fo(o) 有 Pv, 1D)=fle, (对 rET), Fw, = 
Jo 四 (对 ssE 王 和 3GE 刀 .这 样 的 映射 卫 称 为 从 到 户 的 相 
对 平王 :前 同化 ， 识 也 fo 之 扩 rel 于， 车 玉 '= 信 则 脱 内 短语 
“相对 于 久 ， 显然 , 户 ~ 户 rel 卫 ' 殊 涵 fo 渤 放 Y6l 玉 ",， 具 要 耻 " 
C 互 从 蔗 到 工 的 一 喘 射 称 为 车 伦 的 或 非 基本 的 ， 若 它 司 伦 于 
其 常 值 映射 . 

对 于 #6 了 定义 加: ( 玉 ， 4 王 (于 ,办 XI 央 (2) 一 (vw 从， 
车 台 foxfirel FE’, WW Pho= fo, Fhi—fs, HE Ful X=JolX! 
(对 记 有 tED。 所 以, {Fer 是 从 (下, 4) 到 (了, B) 的 在 总 
上 重合 的 酉 射 的 连续 单 参 数 族 , 联接 fo= 了 ho 到 所 = 了 Fh? 从 而 
天 之 fi rel 开 ' 相当 于 把 jo 连 续 形变 到 疡 的 且 在 五 "上 驻 定 的 酉 
射 前 直观 概念 注意: 若 记 之 及 rel 互通 常会 有 许多 王 都 是 区 
记 到 及 的 相对 于 于 ' 的 朵 伦 ( 见 下 面 傅 驴 - 

1. 例 设 及 ~ 了 = 定义 (0)=z 及 所 (2) 一 0 (对 2 
慑 ") ( 即 有 一 lp, 且 六 为 可 ' 到 项 点 的 常 值 呐 射 )， 若 到 . I 
二 ,由 

Plz, HO= (1-Hs 
所 定义 , 则 了 PF，fo 守 fs rel 0， 

3. 例 设 于 ~ 了 一 了 定义 及 引 ~# 及 斑 信 二 0 (对 iED， 

车 fH IxI-> 了 由 
Fl, 1) =iNt 
内 定义 , 则 了 了 fo 之 所 rel 0. 

83. 例 设 于 = 了 = ?~{z€ECls 一 76, 0<rel1}, 并 机 4= 

B51 一 fzECls 一 6 中， 定 久 fr [可 的 ->(B, 8') 是 重 同 本 

中 一 单 套数 族 四 《4 (了 有功 对 #EZ 是 连续 的 , 车 疡 (5) 对 t 和 是 联合 
连续 航 ， 此 时， 国 数 人 站 P 坊 红 ) 是 从 访 色 让 园 同 伦 。 愉 了 到 (了 了, 刀 仔 "9 的 入 应 移 
对 数 也 这 绕 [ 此 处 (Y, 如 ) 人 5 一 fg: (三 ， 才 一 地， 一] 由 暴 臻 开拓 扑 给 出 拓扑 ] ， 反 
之 ,在 下 是 局 部 党 致 的 HHausdor 在 空间 的 算 况 下 从 引言 紫 定 理 3.8 祷 出 ， 对 任意 连 
综 隔 壬 名 了 ->《P， 司 (4 单 参数 谈 的 是 连续 的 ， 且 定义 了 从 10) 条 m 0 的 同 
伦 ，- 一 彼 定 
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射 ，f [了 D> (2, 人) 是 关于 原点 的 到 射 [ 即 户 (ras ~ 
verteto]， 怎 义 属 伦 机 而 一 户 zel0， 记忆 (re 办 一 rare 与 
一 同 伦 玉 ,fo 之 fy rel 0 由 说 "(re 二 re 

4. 例 设 卫 是 任 一 空间 ,了 是 尼 " 的 凸 子 集 设 fo, fs 下 
-> 了 是 两 映射 ， 在 某 于 空间 耶 'C 廊 上 重合 ， 则 各 之 所 rol 也 人 
因为 映射， 革 x1>Y 由 

Pls, Dtfi(®) + (Lfo(e) 
所 定义 ,是 从 yo 到 六 的 相对 于 于 的 一 个 司 伦 . 

例 4 是 例 和 2 的 推广 ， 在 例 3 中 空间 如 是 器 的 ， 但 在 扣 
科 亡 之 间 的 同 伦 不 能 取 为 例 44 中 的 疗 伦 的 特殊 情况 ,因为 它 要 保 
持 8z 在 整个 过 程 中 且 入 自身 ,短信 孝 并 非 四 的 . 

为 定义 同 伦 范畴, 需要 下 列 答 易 得 到 的 结果 ， 

站 定理。 在 从 (下 ， 仿 到 (了 Y， 甩 的 映 磊 的 集合 中 ， 相 对 于 
匡 ' 的 同 从 是 个 等 价 关系 ， 

证 明 自 反 狂 ; 对 刻下 ,> 人 Y， 本 ,定义 

Fj rel YX’, 
由 至 (z, =f (0. 

对 称 姓 ， 给 定 想 .focP ral 了 定义 到， Pearel 开 "由 
F's, =F(w, 1—H), 

传递 性 ， 给 定 囊 fo Tel’ 及 G， 户 万 rel 了 定义 
五 ，j 一 户 坦 下 ,由 

PG ,0<te 
五 人 ,站 一 
Gn, 9), te 
， 1 1 1 
注意 , 如 是 连续 的 ,因为 它 限制 在 瑟 x [0, 3] 和 三 x[ 子 , 了] 这 
两 个 闭 子 集 上 都 是 连续 的 ， 目 

只 此 得 到 ， 从 (XY 少 到 (了 , 甩 的 映射 的 集合 可 由 相对 于 
也 "的 间 伦 划分 为 不 相交 的 等 价 类 ， 这 些 等 价 类 称 为 相对 于 站 
的 同 从 类 ， 以 [了 ,4 了 , 月 记 这 些 同 伦 类 的 集合 给 出 

- . 27 。 


天 (局 四 二 了 轧 ， 以 [用 xw 记 由 玉 确 定 的 [了 ,4; ,Bz 的 
元 霉 ， 在 记 机 对 于 空 集 的 同 伦 关 的 时 候 省 路 了 下/ 

6、 定理 司 伦 的 映射 前 合成 是 同 伦 的 ， 

证 明 设 fofi (ZX, A)>(Y, Brel XX gy (FB 
(多 0)relY'， 这 里 所 (下 CY/， 为 了 说 明 gofoxgsfs。 (入 
>(2，0)rel 芝 设防 JfoefyI0L XG goxg1rolY!， 出 
合成 

Cx, A XI (YF, B -> (8, 0) 
是 其 克扣 到 名 相对 于 下 /的 同 从 :全 成 


(人 DxI ES (7, BxI Eh (8, 0) 


是 从 gof: 到 重 有 相对 于 站 欧 同 伦 。 因 及 CF?(P”, 得 到 
gofogefz ral /和 gefi 守 yfirel 玉 '， 则 由 定理 5 得 到 销 论 . 

这 个 结 具 说 明了 存在 偶 的 同 伦 范 轩 ,其 对 象 为 托 扑 偶 ) 其 态 为 
周 伦 类 ( 直 对 于 份 ， 此 范 焉 包含 拓 站 空间 的 同 伦 范 味 (也 简称 为 
同 伦 范 时 ) 和 点 标 拓扑 空间 益 同 从 范畴 为 其 满 子 范 畴 . 育 一 个 从 
偶 和 映射 的 范畴 到 侦 的 同 伦 范畴 的 协 变 画 子 ， 黄 对 象 函 数 为 恒 同 
映射， 其 映射 函数 把 映射 了 变 到 其 同 伦 类 [也 。 如 本 节 开 始 所 指 
坦 的 ,我 科 考 虑 的 代数 函 子 的 大 多 数 将 定义 在 适当 的 同 伦 范畴 上 。 
一 个 拓扑 个 和 映射 组 成 的 图 表 称 为 同 伦 交换 的 ， 车 它 能 被 散 成 同 
伦 范 畴 中 《 即 当 每 个 跨 射 为 其 同 伦 关 代 蔡 寺 ) 的 交换 图 家. 

和 如同 例 1,3.4 中 所 做 的 ， 对 任意 但 (了 多 存在 从 偶 的 同 伦 范 
暑 到 集合 和 画 数 的 范畴 的 协 变 画 子 mo (或 反 变 画 于 ww 人 9)， 
出 wtp,w( 且 ,如一 [P,Q 王 , 有 (或 wo 省 一 [天 二 
也 图) 定义 ; 且 车 六 (二 (YB), 则 wpa([ 放 ) =f# 或 
有) 一， 其 中 [=[f 四 对 扣 (了 P, 划一 (全 贡 
(或 售 [ 加 = 苞 月 ,对 久生 ,好 (PP; 的 ). 车 上 四 ,多 一 
(P' 多 )， 夺 在 从 gpm 到 wre 的 自然 变 狂 of 和 从 sw 到 
xP'09 的 自然 变换 ml. 

由 射 大 (于, 四 一 (了, 翅 称 为 同 从 年份, 车 [站 是 个 的 辣 从 
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范 炭 中 玖 签 价 ， 负 秧 9 (了 , 怒 玉 (4) 千 为 的 睛 伦 送 ， 营 大 
局 伦 范 固 中 [加 = [ 门 二 个 (X, 省 和 (Y， 到 称 为 有 扣 同 的 从 
型 ,车 他 们 在 局 伦 范畴 中 是 等 价 的 . 

最 简单 的 非 空空 间 是 单 点 空间 、 下 面 示人 性 这 种 空间 的 伦 型 ， 
一 个 拓扑 空间 了 称 为 可 缩 的 ， 苏 也 到 自身 的 恒 同 喘 射 同 伦 于 某 
常 值 睦 射 。 设 这 个 党 值 遇 射 的 像 为 内 后 瑟 ， 愉 1z 到 这 党 值 瑞 衣 
的 同 伦 称 为 将 匡 于 六 到 mo。 例 1 和 2 说 明 妊 " 和 工 是 可 缩 的 , 例 
说明 有"* 中 任 一 旧 子 集 是 可 纺 的 下 述 引 理 贡 可 视 为 例 和 的 结 
RE . | 

. 引 理 ”任意 空间 到 一 可 注 空 间 的 性 二 暑 射 同 伦 。 

Ee 设 了 十 可 缩 空间 , 17 之 6, 这 里 6 是 了 浏 自身 的 某 常 
值 爱 射 ， 设 fo, fis 了 ->Y 是 任意 的 ， 由 定理 6, Wp 
类 似 直 ,五 守 ef 但 吓 =of, 改 由 定理 所 得 出 .Pa 一 

8. 推论 若 了 是 可 缩 的 ， 人 
是 局 伦 鸭 ， 且 恒 册 路 射 局 从 
于 了 到 自身 的 任 一 常 值 映 0D On C3 > 
射 .时 

有 趣 的 是 引 理 了 的 结论 
是 不 能 强化 到 痢 对 同 伦 的 
情况 的 ， 即 车 f。 和 广 是 玉 
到 一 可 缩 宅 间 了 的 刁 射 , 在 “ 
互 ' 灾 开工 重合 ,出 

太一 户 re] XT” 


不 必须 是 宽 的 (尽管 例 # 说 。 @ 同 ”mg 29 

组 对 于 "的 是 于 集 来 说 这 ， 国 1 搞 空 间 

十 真 的 )， 以 下 的 全 子 可 以 阐 辽 这 一 点 ,这 个 例子 今后 还 会 用 到 ; 
g、 例 梳 空 间 了 了 如 图 工 所 示 ， 它 的 定义 是 ， 


-0 


说 《和 位， 刀 ) 同 伦 等 价 , 或 证 ,信和 这， 加 


2 


Y-{e WER:|0<y<1, =0, i 


或 y=0, 0<a<]i mel 多 路 


设 F. 了 xI3Y 出 于 ((2, 汶 ， 直 一 地 任 一 芒 殷 ， 则 吾 是 上 只 1 
到 工 向 立轴 投影 的 辣 伦 ， 因 为 后 青 同 伦 于 常 利 黄 射 ， 故 了 是 可 
编 的 ， 设 wm 了 > 了 是 荆 到 点 如 , 了 的 常 值 喘 射 ， 由 推论 8 好 ~ 
0， 但 是 尽管 这 两 个 喷射 在 点 人 0, 了 上 重合 , 它们 之 间 并 不 存在 相 
对 于 点 (0, 了 D 的 同 伦 二 ， 

下 述 的 定理 说 明 可 六 空间 在 同 伦 的 意义 下 是 尽 可 能 东单 的 . 

10 定理 一 个 空间 是 可 请 的 ， 当 且 仅 冀 它 与 单 点 空间 有 和 相 
同 伦 型 . 

证 明 设 于 是 可 冲 的 ,于 XI 下 瑟 把 及 压缩 到 一 点 
mo 了 设 卫 为 由 组 成 的 单 点 空间 ， 且 设 f. -> 了 及 ij 了 P 己 
下 则 彤 =1p 且 也 1x 之 Jf， 所 以 [及 =[ 月 -从 而 了 是 从 下 
到 卫 的 司 伦 等 价 . 

反之 , 基于 与 单 点 空间 卫 同 伦 等 价 , 设 六 下 ->P 为 此 同 伦 
等 价 ， 典 同 伦 北 9 了 > 卫 .。 则 1zgf， 轩 9f 是 常 信和 映射 , 克 王 
是 可 缩 的 . 目 ， 

了 于. 推论 西 个 可 纺 空 间 有 相同 的 伦 济 ， 肌 左 可 纺 空 间 之 阅 
的 任意 连续 映射 者 是 同 伦 尝 价 的 

证 明 第 一 部 分 由 定理 40 及 具有 相同 伦 锰 关系 的 传递 性 推 
得 , 第 二 部 分 由 第 一 部 分 及 引 理 7( 以 及 由 这 样 的 明显 的 事实 ， 即 
任 一 同 伦 于 一 个 回 伦 等 价 的 映射 也 是 一 个 同 伦 等 价 ) 推 得 . 目 

下 一 个 丫 果 建 立 了 一 个 在 同 伦 和 映射 的 扩充 的 可 能 性 之 间 的 
重要 联系 ， 

现 . 定理 设 Po 是 如 训 的 任 一 点 ,下 ry， 则 下 列 吉 条 
是 竺 人 的， 

(a) 是 案 伦 的 ， 
”中 相对 于 革 皮 的 同 从 未 玫 为 申 对 于 由 该 点 组 成 的 于 符 间 的 同位。 本 书 还 将 多 
了 用 到 -一 译注 
30， 


(b) 了 可 以 连续 地 扩充 到 可 阅 上 

(6) J 是 相对 了 了 Po 堆 愉 的 。 

证 明 《sa) 坊 (b) 设 瑟 fxo, 其 中 co 是 六 到 Y 的 像 为 
加 ET 的 常 值 册 射 ， 定义 了 到 ”上 的 扩充 让 由 


- 0<jo]< 二 ， 
ro-| . 


PU 2—2ol), <al<L. 
因 对 所 有 的 wES", F(z, 才 一 %,， 故 时 射 户 是 书 定 义 的 六 是 迪 
续 的 , 因为 它 限 向 在 [oe 如?j0<1z|< 当 和 [ren"| 当 < 
lej 壬 这 两 个 周 课 上 都 连 油 ， 因 为 对 pEB P(o, 四 一 7 加 ,所 


以 站 Sr 了 且 产 是 了 到 配伍 寺前 连续 扩充 . - 
(之 (9) 车 了 有 连续 扩充 产 盏 >, 定义 思 部 XT>P 


由 
Fl, Hf COs to) . 


刚玉 (s, 0) = 了 (2) 一 f(s)， 且 对 ZE6"，F 了 lz, 了 D 一 了 (po). 因为 
了 (po 旧 一 了 (po) (fED, 页 瑟 是 从 于 到 其 像 为 户 (po) 的 常 值 爱 
耐 的 相对 于 go 的 同 伦 . 

(o) 一 (ao) 是 显然 的 . 首 

综合 引 理 7 与 定理 12, 得 到 下 述 结 黑 ， 

8. 推论 从 郑 到 一 可 缩 空间 前 性 一 连 毋 了 瞻 射 有 一 个 下 
至 si 上 的 连续 扩充 、 量 
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本 节 主 要 涉及 包含 映射 我 们 考虑 在 拓扑 空间 和 连续 映射 的 
范畴 中 或 局 伦 范畴 中 , 这 样 的 哆 射 有 没有 左 道 , 右 道 或 双边 递 ”， 


六 本 节 的 许多 结 吴 可 见于 3. 五 Tox: On homotopy type and deformaticn 
Zetracts, Ann. of Hada,, Vel. 44, 40m50, 1948.( 亦 见 HH. Bamelson: Rezmark on a 
Faper by BR. H. oz dimals of Hath., Vol. 45, 448~449, 1944.)—— 原 注 
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下 藤子 空间 必 务 为 站 的 收 绢 核 ， 车 包含 里 射 志 4 一 并 在 拓 
空间 和 连续 映射 的 范畴 中 有 左 逆 , 故 4 是 姜 前 收缩 桩 , 当 且 仅 
Se 互 -4， 位 光一 1[ 亦 即 ，r(O 一 zx 对 wE 滞 . 
这 样 的 映射 了 称 为 忆 到 寻 的 一 个 收 壤 . 
筷 散 子 空间 妈 称 为 下 的 如 收编 核 ， 蒋 包含 上 映射 而 4C 马 
有 左 间 伦 逆 ( 亦 即 , 在 同 伦 范 铀 内 有 左 道 ) 这 样 , 4 是 王 的 昼 收 
缩 较 , 当 生 私 当 存 在 连续 跌 里 7 呈 ->4， 便 几 =<1。 这 样 的 蜂 身 
* 称 为 于 到 和 的 一 个 晰 收 纺 . | 
任意 单 点 子 空间 是 娃 一 公 含 它 的 较 大 的 空间 的 收缩 粮 ， 一 个 
多 于 一 点 的 离散 空间 不 是 包含 它 的 过 通 空 间 的 弱 收 缩 槟 ， 车 人 
是 政 的 收缩 核 , 则 它 是 卫 的 弱 收 缩 核 ， 到 之 不 嘉 ,如 下 例 所 说 胃 
前 
1. 例 设 卫 是 各 中 的 贰 单位 方 涉 H, 且说 4C 卫 是 讽 
1.8.9 的 祝 空 间 、 则 4 和子 痢 莽 可 第 的 , 且 由 推论 .3.11, 包含 
映射 4 一下 是 同 伦 等 价 . 所 以 4 是 电 的 届 改 缩 核 ， 然 而 可 以 证 
虹 4 不 是 下 的 收缩 核 沪 . 
尽管 一 般 地 有 这 个 事实 : 绊 履 缩 稚 不 见得 是 收缩 配 ， 但 让 曾 
个 概念 在 4 是 闻 的 适当 的 了 空间 时 却 是 一 致 的 ， 流 一 以 后 经 党 
出 现 可 充分 保 汪 特 剧 的 考 叫 ， 将 证 明 是 有 胥 的 设 了 蚌 个 空间 ， 
《于 ,4) 是 个 偶 . (及, 4) 称 为 关于 天 有 同 爷 扩 光 性 质 , 车 给 定 映 
射 吕 玉 > 了 F 和 映射 全 和 4XI-x 了 ,使 :对 zE 有 4) ge ~ Go O), 
便 存 在 脆 射 加 了 x 了 > 了 了 ， 使 对 wE 于 ，F(w, 0} 一 y(z)， 并 朋 
列 L4x 了 = 宁 ， 著 视 9 为 内 开 x0 到 了 的 映射 则 到 间 存在 让 等 
价 于 下 述 交 换 图 玫 中 虚 傍 头 所 对 应 的 映射 的 存在 性 ， 
xD CC Ax17 
A 
FY nN 
， 97 ~、、 
x0 cc XxI 
站 这 个 证 明 不 是 是 而 易 见 的 。 谍 者 不 芒 男 考 起 44 表 卫 的 内 集 ， 证 明 启 容 腊 得 
多 , 一 译注 
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葛 5 卫 , 力 关 于 了 有 同 侩 扩 究 性 质 ， 且 包 记 4 了 同 众 ， 
划 若 所 有 一 个 到 下 上 的 扩充 , 有 党 也 有 ; 因为 , 若 久 > 了 是 
刀 的 扩充 ,上 且 @Gi :44xT->P 及 民房 到 及 的 同和 论 , 则 岗 伦 扩充 性 质 
蓝 洱 澳 射 也， 下 XI-> 了 闪 为 他 的 扩充 的 大 在 性 ,所 以 了 Co 分 
过 区 小 办-> 了 是 卢 的 扩充 。 这 导出 卫 射 卫 -> 也 能 否 扩 这 于 
是 束 射 的 同 伦 类 的 性 质 . 计 以 网 位 六 充任 质 痉 油 对 于 冉 射 
em ~ 
《 工 ， 作 关于 任意 空间 都 有 同 从 扩充 性 版 的 各 说 特别 重要 , 蝎 
一 般 地 , 肌 射 地 开 4 交 称 为 上 妊 维 化 :器 妊 出 歇 奎 了 及 
觅 射 伟 豆浆 二 > 了 (这 里 六 是 任 综 的 )， 使 的 产 人 = Bo 0) 
(对 w'E 焉 站, 便 存在 映射 ZKI> 了 ,使 也, 的 ~g(w) (对 
wm 且 对 EX' 和 HE 上 加 (Je 上 一 可 (6, 肥 , 闭 y 视 为 
从 下 x0 到 了 的 喘 射 , 则 卫 的 存在 性 等 价 于 下 述 交 多 图 表 中 蝶 全 
头 于 应 的 中 出 黄 存 在 性 
¥'x0 = <I 


2 
a J 
xl xT 
这 样 ,包含 肌 射 六 4 己 厂 是 上 纤维 化， 当 县 倪 当 人 从 ,由 对 任意 空 
阅 有 同 伦 扩 充 人 性 质 . 多 
&. 定理 车 (Z 仿 关 于 4 有 隔 伦 扩充 性 质 ， 则 十 是 下 时 
及 法 统 核 ;次 且 仅 当 夺 是 下 的 村 纺 核 。 ~ 
证 明 ”我 们 来 图 明 任 意 嘛 收缩 7， 玉 > 本 事实 上 问 伦 子 一 赴 
收 第 ." 设 订 4C 尽 ， 则 14， 性 4xIA>4 是 内 6 到 14 
的 同 倍 , 则 GHz, 四 = (对 wE ,因为 (下 卉 关 于 和 4 有 同 
从 扩充 供 质 ， 改 有 了 脆 射 马 ， 芷 x 工 -> 年 厌 为 只 的 扩充 , 梗 - 玉 (z, 0) 
一 rw) { 尘 必 EE 玉 )， 着 ?站 -4 由 人 0) 一 而 (5 苞 定 久 , 则 ww 
是 忆 到 了 44 的 收缩 , 且 吾 是 凤 了 到 的 同 伦 . 四 
我 们 在 考虑 带 有 同 伦 左 逆 的 包 洁 映射 的 同时 ， 亦 可 考虑 带 有 
"88. 


司 抢 右 道 的 包含 映射 ， 这 导致 下 列 的 定义 ， 给 定 旦 ' 己 下 ,下 ' 在 
正中 的 形变 六 及 一 个 同位 如 王 '*xIrT, 本 对 2 EF’ Digr 
们 =a 车 焉 加 上 条 件 DD( 下 "x1]) 包 人 台 罕 下 前 子 空间 4 中 ,风力 
称 为 中 治 站 的 一 个 形 宽 , 且 称 王 ' 在 于 中 可 形变 入 41 空间 下 
称 为 平 形变 入 一 子 空间 4, 车 它 在 自 汶 中 可 形变 入 4 这 梯 , 空间 
开 可 第 ,; 兴 和 且 仅 当 它 可 形变 入 它 的 一 个 半点 于 空间 ， - 

8. 下 理 空间 站 可 形变 入 一 子 空间 和 当 且 包 当 记念 映射 
条 及 性 眉 有 同 伦 右 北 ， 

证 明 -车 月 同 和 伦 右 北 天 .下 到 A， 则 8flz. 设 了 于 xI 
一 旦 是 蕉 1r 到 并 的 间 伦 , 生 玉 (Cz, 人 一 wv 大 而 了 是 书 的 形变 ; 
且 了 下 XD) = 训 ( 耳 ) 忆 4. 中 是 下 可 形 交 入 A. 

反之 , 车 于 可 形变 入 4， 设 了 区 XI-> 玉 及 一 形变 ， 使 
D(Ex 了 CC4. 设 f; 工 ->4 击 等 式 

df = Ds 1) (wvER) . 外 

亡 确 定 ， 则 及 Txt 这 说 明了 了 是 主 的 同 伦 右 着 时 

请 注意 ， 除 擅 4 一 于 这 个 平凡 的 情况 外 , 包 台 映射 在 拓扑 空 
问 和 连续 卫 射 的 范 时 中 设 有 右 道 . 

我 们 现在 考虑 成 为 同 伦 等 价 的 包公 映射 。 子 空间 4C 互 称 
为 于 的 弱 形 变 收 缩 核 , 著 包 含 映 射 训 <4 忆 收 是 同 伦 等 价 ， 由 下 
理 和 .1.1 和 上 述 的 引 理 38 得 到 下 述 结 果 , 

有 条 . 引 理 女 是 年 的 弹 形 变 收 绩 核 ， 当 且 保 当 妥 是 尺 的 妖 
疏 培 核 且 互 可 形变 入 了， 县: : 

如 同 习 收缩 核 的 概念 一 样 ， 有 一 个 比 罗 形变 收 结核 更 有 用 的 
概念 , 子 空间 4 是 下 的 强 彩 变 收 弹 核 , 著 让 在 在 到 盖 揭 收缩 w。 
使 车 各, 姐 亡 下 ,网 1zc 季 rel 4， 车 古 ，lzr 人 rel 44， 则 轨 称 
为 内 下 到 种 的 强 彩 变 妆 纺 。 

”对 已 经 定义 的 弱 和 强 形式 如 以 比较 ， 可 以 著 得 一 个 中 间 的 有 
用 的 概念 . 于 空间 万 称 下 的 形 交 收 坑 惊 ,车 有 下 到 全 的 收缩 名 
使 车 实 二 二 互 ， 巾 1reeiy。 沙 了 tz 六 , 则 玉 称 为 是 到 和 4 的 
形变 收缩 , 一 同 伦 了 ， 入 XI 下 是 形变 收缩 , 当 且 仅 当 至 (oo 中 
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= (对 ER), F(RX1)CA, HF 四 一 2 (对 mrE4)， 它 
是 强 形变 收缩 当 且 仅 当 另外 百 满足 条 件 : Flg, ~w (对 mEA 
及 iED), 

5. 例 从 例 1.3.4 得 出 吾 的 凸 子 集 的 任意 单 点 子 集 是 谈 
凸 集 的 强 形变 收缩 核 . 

6. 例 S" 是 B"H-0 的 强 形 变 收 缩 核 ， 事实 上 x 映射 
PF, (R10) xI >R"_0 和 由 

F{e®, = (1~—H w+ 癌 : snER"+1 0 GET) 
所 定义 ,也 是 如 -0 到 Sr 的 强 形变 收缩 . 

显然 , 强 形变 收缩 核 是 形变 收缩 核 ,形变 收缩 核 是 弩 形变 收缩 
核 、 下 列 例子 说 明 这 些 蓝 涵 关系 都 是 不 可 逆 的 : 

7. 例 如 上 述 例 1, 设 互 是 闭 单位 方形 , 4 是 梳 空 间 ， 如 
例 1 所 指出 ， 包 含 映 射 4 于 是 同 伦 等 价 ,但 4 不 是 五 的 收缩 
核 .所 以 4 是 三 的 弱 形 变 收 缩 核 , 而 不 是 它 的 形变 收缩 核 . 

8. 例 设 厂 是 梳 空 间 ,而 4 是 出 点 C0, 了 组 成 的 下 的 单 点 
子 空间 ， 因 站 是 可 缩 的 ， 有 一 个 从 1z 潭 及 的 常 信 映 射 弄 才 的 
同 伦 万 .此 映射 五 是 大政 到 妈 的 形变 收缩 ， 然 而， 如 同 馈 
1.3.9 使 我 们 注意 到 的 ,不 存 竺 从 ix 到 都 常 信 瞻 射 的 相对 于 4 的 
司 伦 ， 所 以 4 是 互 的 形变 收缩 核 , 不 是 它 欧 强 形变 收缩 镶 . 

在 适当 的 同 伦 扩 充 件 质 出 现时， 有 关 形 变 收 纺 的 三 个 检 仿 相 

合 , 现在 来 证 明 这 一 情况 . 1 

和 引 理 落 玉 可 形变 入 妆 缩 核 4, 则 倒是 怀 的 形变 收编 
证 明 设 # 一 4 是 收缩 ， 且 设 和 4C 眉 。 风 + 是 的 左 
邮 伦 道 ， 因 为 琶 可 形变 入 4, 则 从 引 理 3, %¢ 有 有 辣 纶 道 ， 由 引 
理 1.1.1,* 也 是 的 右 同 伦 游 ， 因 lx~ir, 故 委 是 下 的 形变 收 
缩 核 . 时 

综合 引 理 9 同 定理 2, 得 到 下 述 推论 : 

10. 推论 落 ( 瑟 4) 有 关于 4 的 同 伦 扩充 性 质 ， 则 和 4 是 芝 
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的 弱 彩 变 允 篇 核 , 当 及 仅 当 旭 是 环 的 形变 收 访 核 , 目 

11. 定理 若 (xI (XxO)UidxDU( 了 xD) 关 于 于 
有 同 伦 扩充 性 质 ， 且 二 在 互 中 是 闭 的 , 则 攻 是 下 的 形变 收缩 核 ， 
当 且 佼 当 扫 是 下 的 避 形 变 收 编 核 。 

证 明 车 4 是 革 的 形变 收缩 核 ， 设 下 这 XI > 了 是 从 fz 
到 媳 的 同 伦 ,其 由 心 并 -4 是 收缩 , 且 庆 44C 工 。 寇 义 一 个 同 
伦 

: [(¥ x U (4xD) U(Xx1)] xI3X 
TN: 
G(s, 0), tn (WER, HEIN: ， 四 
Gm, ,=T yp, (1—H DD) 和 全 机 和 让 ET 
如 (wm 了 ,的 一 下 人 (一 的 (wvE RH, tT), 
如是 寝 完全 定义 了 的 ,这 是 因为 对 于 wE4， ， 
人 (Ge 的， I) w= Pe, %» 
这 由 前 两 个 等 式 得 来 ;而 . 1 
Gh, DW, NF Rg, 1— _Ar Pl, 1 的, 
这 由 后 两 个 等 式 得 来 ， 你 是 连续 的 ， 因 为 它 限 和 在 三 个 银子 集 
x0 x 厂 《dx 有 XI 及 ( 玉 x) xIT 上 都 是 连续 的 ， 对 于 
人 HE (TXOUAXDU EXD, Gl 及 及 = WEE? 
为 至 (mm =z 且 因 "+ 是 收缩 , 坡 FF(r 人 Dv 了 ir(rw)) 一 (2)》 
一 六 (oo 1)]， 冉 以 避 限 谢 在 [CXxOUK4xXDU(TxD]x0 
上 能 够 扩充 到 (全 x 卫 x0 上。 及 所 假设 的 同 伦 扩 充 性 质 , G 限制 
在 KXD)U (4XDUKEX1)]X1 上 可 妆 充 到 (x 人 D xl 上， 
设 印 ，( 革 Xx 了 xX1> 卫 是 这 样 一 个 扩充 ,并 定义 吾 . 耳 xI> 芝 ， 
由 五 Co, 切 一 Ge 从 ,17。 则 得 等 式 ， + 

Hlw, WG (ey, 0), D) = ty, 0, Dre (ET) 

Hia, 全 一 Ge 切切 一 有 oO) (EX . 

吾 (o, 上 =Gffz 站 一 下 (wo 0)=e(ocd 1ED). 

所 以 , 及 是 从 lz 到 凶 的 相对 于 半 的 同 丛 ， 这 梯 , 万 是 于 的 强 
形变 收缩 核 . 四 . 了 
[和 


以 下 的 结果 断言 ， 任 一 胶 身 在 月 伦 范 路 中 等 价 于 一 个 包含 咬 
射 , 此 包含 欧 射 是 个 上 纤维 化 设 天 信之 了 记 田 为 由 在 闷 工 
旭 了 的 拓扑 和 中 拒 (e, 1) EX 了 与 (2) & 了 等 辣 起 来 面 得 到 
的 高 裤 间 ， 瑟 称 为 了 的 吹 条 柱 , 图 2 着 其 示意 区. 


bg 区 
z i | ~ 
| Fo 
~、 : 
~ 一 
了 
图 2 映射 柱 


我 们 用 [w 届 记 名 中 在 适合 观 射 下 <, 用 EExI 导 应 阐 训 四 
记名 中 EF 了 对 应 的 点 (这 样 , [% 如 一 [天 om wE)。 存在 
项 入 贞 忆 -> 用 使 得 练 四 一 [zw 四 及 谨 入 放 F-> 史 能 和 枉 FoD 一 
[四 。 瑟 和 耿 在 这 两 个 佑 入 的 侠义 下 扩 为 21 的 子 变 间 ' 收缩 六 
-> 了 由 rw, 和 了 及 "= 名 给 出 ， 其 中 we EB #ED, 


yEP. : 
19. 定理 给 完 喘 秧 :于 >， 人 
后 六 
Pe 
入 yy 
使 得 


(9) ls fr rol Fs 和 人 

(b) 之 是 主 纤维 化 . 

证 明 ”由 定义 , $= 了 从 丽 图 表 可 交换 

© 伺 抢 FP， ZXI>2j 由 
| (oeEx, 入 ET 
Fliy], I=[g] (YEY, ED 

所定 义 ， 则 卫 ，1s, 守 加 rel 了 

sr 


(b) 设 9. Zi3 邢 及 和 4 工 xXT > 到 使 9([o 0]) -Ge 办 
(eE 写 )、 著 且 ，2/xI->WW 由 等 式 

瑟 {([ 风 ,的 -9 四 EY, YED; 
gf, (tt) (31)] OY ERNE2, vE TY) 


H(i[s, ,y= 
(fw 和 ,从 fe (2 (A) (OSt<l, se) 


遍 定 义 , 则 五 t[x, 1 0) 一 9[m 旨 , 且 (i, 0) =gfy], HII 
xI-G. 屋 

可 以 推出 ， 映 射 训 下 己 色 是 上 纤维 化 , 在 同 伦 落 贿 生 等 价 王 
碳 射 天 时 > 了 ， 了 映射 柱 可 以 用 米 证明 下 述 有 趣 的 结果 . 

19. 定理 琴 个 空间 是 和 了 有 坦 同 的 伦 型 当 上 E 仅 当 它 们 
能 被 作为 弱 形 变 站 缩 入 诬 入 同一 个 空间 如。 

证 明 车 时 和 了 能 被 作为 田 形 变 收缩 找 嵌 入 同一 个 空间 
2, 则 了 王 和 了 痢 与 2 有 相同 花 汇 . 所以 卫 和 了 有 站 同 伦 疏 : 

反之 , 车 王子 > 了 是 辐 伦 等 价 , 则 挫 定型 12, 设 名 是 的 


腕 射 入 , 则 合成 五 一 > 21 一 -> 了 是 同 俗 等 位 ， 因 为 + 是 同 众 等 
价 , 这 落 涵 是 同 伦 等 价 ， 由 定理 1au 关 了 ->2; 是 同 伦 等 价 ， 所 
以 于 和 工作 为 弱 形 坎 收 编 核 而 被 颈 入 如 .上 

上 述 全 部 据 念 亦 可 对 于 但 来 考虑 ， 例 如 个 ( 工 ，4) 玛 (了 
4) 是 强 形变 收缩 核 ， 著 存在 观 射 机 (4) xI->( 了 XY, 少 使 
下 (o, Dw (对 wER)Y, FOIXDET, F(AXDCA, 有 
四 (o 月 一 of {对 w'ET' 及 iED， 了 映射 f (了, 册 一 (也 BB) 
的 映射 柱 是 个 (31，213， 其 中 际 在 冬 中 是 团 的 ，24 是 由 了 确定 
的 无 ,五 -> 了 的 映射 往 ,如 7, 是 由 子 玖 定 的 刀 士 * 避 的 里 射 柱 ， 映 
射 请 CT， 4) 一 (下 ,入 是 上 纤维 化 ,车 给 定 陕 髓 区 ( 卫 , 起 > 
(了 一 和 GZ .4 xI->( 了 , 一 [此 处 ,-(F， 巧 是 任 给 的 ]， 
使 Be 四 -ge [对 wrEX), 便 序 在 映射 《XX, 由 xI 
->( 了 有 下 使 时 (az 0 中 =g(wm) (对 mwEAd), 有 Gtr', 站 一 下 (fo 
(对 必 会 瑟 及 3E 刀 ， 如 对 于 个 采用 适当 前 过 形式 , 钠 余 下 的 所 
有 结 黑 均 有 效 ， 
和， 
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从 一 个 空间 (或 偶 ) 到 易 一 个 空间 (或 偶 ) 的 映射 的 同 花 类 的 集 
合 中 , 在 某 些 情况 下 习 进 自然 的 群 构 造 是 可 能 的 ,在 本 节 中 我 们 考 
圳 的 空间 卫 全 [IE 及 对 所 有 的 耳 可 以 容许 一 个 群 的 构造 ， 在 
LX; 了 ] 上 对 所 有 至 的 自然 的 群 鬼 造 与 己 上 的 " 奖 似 群 "构造 之 
知 存 在 密切 的 关系 , 是 不 足 为 既 的 . 

我 们 将 对 点 标 拓扑 空间 的 同 伦 范畴 进行 研究 ， 尽 管 我 们 所 作 
的 大 部 分 工作 对 于 拓 扩 空间 的 同 伦 范畴 也 者 有效、 若 卫 各 耻 是 
点 标 拘 护 空间 ， 以 [ 斑 ; 了 ] 记 福 -> 了 的 达 续 映射 的 保 基 点 间 伦 类 
的 集合 (其 全 部 同 伦 被 理解 为 站 对 于 基 虚 的 )， 这 样 ，[ 耻 ; 2 是 
在 点 标 拓扑 空间 的 同 伦 范 畴 中 从 也 到 了 的 右 的 集合 

在 [到 ; 了 I] 上 得 到 群 构造 的 一 个 方法 是 从 卫 上 的 群 构造 而 米 
的 ， 这样, 设 卫 是 个 拓扑 群 ,以 单位 元 案 为 基点 从 里 到 卫 的 所 
有 保 基 点 连 悉 映射 的 集合 中 ， 存 在 一 个 由 函数 前 乘法 现 点 铭 定 的 
合成 法 刚 ， 亦 即 . 若 gh pp， 了 了, 网 ggo: 车 P 了 由 ga (9) 一 
各 ( 辐 和 (0) 所 定义 ,其 中 右 端 是 了 中 的 群 汇 积 。 以 此 合成 法 则 , 从 
互 到 卫 的 你 基点 连续 胶 射 集合 是 一 个 群 ( 它 是 交换 群 , 车 了 是 交 
摘 的 群 的 话 )}。 这 个 合成 法 则 给 出 了 辣 伦 关 的 计算 , 使 [gs] [gs] 一 
[919a]， 且 有 下 述 定理 , 

1. 定理 车 卫 是 拓 补 群 , 唱 ww? 是 从 点 标 拓扑 空间 的 同 伦 范 
对 到 翌 和 同 态 的 范畴 的 反 变 函 子 。 

下 而 给 出 两 个 例子 ， 

2. 如是 个 交换 后 扑 群 ( 模 为 荆 的 复数 的 乘法 群 )， 所 以 [ 开 ; 
全 ] 是 一 个 交换 群 ,是 车 天 了 -> 了 则 7 [ 态 的 一 [3 的 是 
个 同 访 , 

5$. Ss 是 一 个 拓扑 群 ( 模 为 的 四 元 数 的 乘 潜 群 )， 所 以 [ 卫 : 


7 在 点 标 括 持 空 间 的 或 大 辐 从 区 红 中 ， 对 象 应 是 可 基 点 的 空间 。 本 节 中 的 字 环 
示 空 朵 , 肝 表 天 点 标 空间 而 省 过 基点 ， 次 读 时 注音 ，-- 评 几 


“39. 


9] 是 个 群 ， 且 车 天子 > 了 则 了 [了 ; 65] 一 [了 ; 83] 是 不 园 

在 LY; P] 上 的 这 个 群 构 沙 是 从 卫 到 卫 的 保 基 点 连续 映 庄 
梨 侣 的 群 构 造 诱导 由 来 的 。 有 这 样 的 情况, [+ 中 容许 自然 的 群 
构 洁 ,. 但 从 芋 到 卫 的 保 基 志 连 污 映 射 的 如 从 没有 群 构造 。 例 如 ， 
苛 卫 大 与 蘑 拓 捉 铬 户 有 相同 伦 玖 的 点 标 托 扑 空 间 , 则 rr 自然 区 
价 子 mw”， 虐 以 a? 可 袖 为 到 群落 膊 注 汪 子 ， 为 使 z* 液 值 于 辞 和 
亲 杰 的 范 暑 ,下 列 定义 将 用 六 描述 在 点 砍 空 间 了 土 所 茵 的 附加 构 

车 六 也 > 了 和 如 全 22 我 们 定义 

(f, WD: TFFTXZF " 下 

是 映射 ,自作 的 全 = [gt 涯 2E 攻 ; 

一 个 如 空间 由 点 标 狐 扑 空 间 卫 及 逐 终 冬 法 

、 Mm: 了 和 PP 加 
HR, 其 全 一 的 党 信 风 册 PF 器 同 从 单位 ， 亦 趾 , 丽 个 全 
P 人 xp esp 


和 和 PLESpxp Ep. i 


迪 司 肖 于 lp, 入 法 志 称 为 有 位 全 持 ， 者 攻 区、 
PxPxP ES PxP. 


zx 中 . he 
PXP -> 庆 > 
是 辣 伦 可 变换 的， 即 po (4X 切 全 pe [Ix pA， 连续 殉 数 gy 了 >P 
称 为 对 韦 卫 和 天 的 司 伦 记 ,入 合成 
PE pxp- ppp 

秋 同 伦 于 e， 也 > 了 . 

二 个 带 有 阅 伦 赣 的 同 花 结合 的 于 空间 满足 在 间 伦 意义 下 的 
群 公理 ， 这 样 的 点 过 空间 称 为 - 且 群 ， 显 然 , 任 一 拓 盾 群 是 五 改 . 

在 五 宅 间 中 的 习 法 岂 称 为 同 俗 交换 的 , 滞 硅 背 形 
和 0. 


PxP-i>PxP 
~ / 
PE 
P 和 
是 辣 伦 交 拷 的 ， 这 里 了 (gy, py) 一 (ps 2 ， 带 有 同 伦 交换 聚 法 的 
瑟 群 叫 交 桨 开 对 
著 卫 和 P' 分 别 为 有 条 法 j 和 wr 的 五 空间 ， 演 续 映射 
a 卫 >P' 浆 作 辣 态 ,车 方 形 
了 Px 卫 一 > 卫 - 
Xa 加 四 
PrxP' > 
是 同 伦 交 换 的 . 
和 .定理 ”一 个 与 一 吾 空 间 (总 囊 导 ) 有 相向 几 型 寻 点 标 所 
提 室 间 本 身 就 是 这 样 一 个 五 空 空间 (或 瑟 群 )， 并 以 凤 从 等 价 为 月 
证 明 设 P3P' 和 g.P PP 是 互 为 司 伦 北 的 两 个 喘 计 ， 
PP 是 互 空间 以太 卫 x 了 五 了 为 染 沫 ,着 岂 :PP'XP'->P' 央 全 
成 
PxPp DY pup Ep Lp 


所 给 出 ,网 zx 是 了 中 的 连 纲 鞭 法 , 且 全 成 Pae 2 Pix 户 一 全 


也 ' 等于 合成 PP 一 > 户 -中 人 Px 了 一 > 也 一人 太志 , 它 同 伦 子 
合成 P' 一 > 卫 一 作 PP， 因 有 之 Ir， 映射 9o 1,0) 间 伦 对 Is。 
类 似 地 ,映射 is (o, 力 同 伦 于 lr. 所 以 书 是 豆 窗 闻 . 因 为 方形 


PxP -让 
弟 同 耸 交 欣 欧 ,所 以 g 是 同 态 (也 是 ), 落 严 是 问 伦 结合 的 或 同 伦 
交换 的 , 则 名 也 是 , 县 车 gp 了 > 了 是 对 卫 的 同 伦 首 ， 则 fg: P'> 
已 是 对 书 的 问 伦 送 . 目 
i， 


给 定 瑟 空间 卫 , 对 任意 点 标 空间 不 , 在 LZ; 刀 ] 中 存在 一 由 
[g] [gs] = [ho (gy, 网] 定义 的 合成 法 则 ， 落 一 是 瑟 群 , 则 [Zi 
门 在 此 合成 法 则 下 变 为 人 群 ， 且 若 天 有 > 了 , 则 f*，[Y; P]> 
[XX; PP 是 网 态 、 记 以 有 下 述 定理 : 

二 .定理 车 了 是 吾 群 ， 划 ww? 是 从 点 标 丘 站 空间 的 同 伦 范 
涯 到 群 和 同 态 范 畸 的 反 变 涵 子 ， 若 书 是 交换 ' 吾 群 ， 则 此 男子 取 
值 于 交换 群 和 同 态 的 范 畸 . 目 

定理 5 的 下 述 递 定理 也 成 立 

8. 定理 车 卫 是 点 标 空间 ,使 ww? 取舍 于 群 范畴 , 则 也 是 瑟 
群 (车 wm? 取 值 于 交换 群 范畴 , 则 了 杂交 接 且 群 )， 进 一 步 , 对 任 
一 点 标 空 间 妃 ，ogr (总 ) 的 群 构造 与 定理 吕 所 给 出 前 相同 。 

证 明 设 2m、 po 卫 xP-> 书 分别 为 向 两 个 因子 空间 的 投射， 
且 设 pt 了 x 了 ->P 为 映射 使 fo] = [ol]*[g]， 其 中 * 是 群 [Px 
轧 碧 中 的 合成 法 则 ， 对 任意 映射 忆 加 全 >P, (J, 9)* [Px 
钮 如 一 [; 如 是 同 态 , 且 

{po Cf, DI (Ff, Dp (Ff, DEprl* [pal) 

= (Ff, Dr [ps(f, P+*[ps] = EI*[g]. 
这 说 明 [ 下 ; 也] 中 的 情 法 是 由 乘法 沁 射 话 导 的 .， 

设 瑟 是 一 音 点 空间 ， 唯一 的 映射 卫 ->P 代表 [ 卫 ; P] 的 单 
位 元 素 ， 因 为 叭 一 的 映射 > 下 诱导 间 术 [ 工 ; ->[ 成 下， 于 
是 合成 P> 卫 > 这 个 常 值 映射 6, 了 -3 也 代表 [P; 刀 ] 的 单位 元 
素 . 这 推出 pe (lp, 四 之 1p, 且 poole, 1z)~1z, 刻 以 卫 是 卫 窑 
间 ， 


为 证 明 j 是 同 伦 结合 的 ， 记 如 ,gs go: PXPx 了 -> 了 为 投 
射 . 则 
po (Txn)I = Cx p)*# [Lm 
= (Lxp*[p r(xp)* [ps] 
= {gil*[ (ga, 93)] 一 [grl* [gsl*[gs]). 
类 拟 地 ,有 [po (wx D] 一 ([g*[g)*[ga]. 
因为 [Px 了 PxP 刀 的 乘法 可 结合 , 所 以 po (1X pw) po (xD), 


"De。 


为 证 明王 有 局 伦 道 ， 设 m PP 了 使 [ipj*fp]= [oj 则 
pe(fTm 由 一 0 又 有 [gw*[i 相 一 [ol 从 而 po lp, tp) 一 o。 所 以 9 
是 卫 的 同 伦 道 . 

这 证 明了 也 是 五 群 , 旦 呈 中 的 乘法 是 由 书 上 的 乘法 诱导 
的 . 若 [PxP，P] 是 交换 群 , 则 类 似 的 讨论 表明 P 是 交换 五 群 .有 

定理 5 和 6 的 下 述 补充 是 易于 用 类 似 方法 确定 的 ， 

7. 定理 设 w PP 是 及 空间 之 闻 的 映射 则 ow 是 在 
群 范 哮 内 从 wT 了 到 mP 的 自然 变换 , 当 且 仅 当 以 是 同 起 . 量 

下 而 描述 五 群 的 一 个 特别 有 用 的 例子 ， 设 了 是 一 个 带 有 基 
点 名 的 点 标 拓扑 空间 了 的 (基点 在 加 的 ) 男 路 空间 记 作 2 了 TI 或 
Q( 了 网], 定义 为 连续 函数 《I, 四 一 (了 yo) 的 空间 ， 其 拓 
扑 取 紧 致 开拓 扑 ， 视 Q 了 为 点 标 空 间 ， 其 基点 wo 等 于 从 工 到 加 
的 常 值 映射 ， 则 有 了 映射 

jn QFx QF SQ 

wl2) (0<te 二 ) 
出 p(w, oo 的 -| 1 

wl) (F<t<) 
给 出 .为 证 明 s 是 连续 的 , 设 加 ， 4 了 xI> 了 为 赋值 映射 。 记 引 
言 中 定理 2.8, 只 颁 说 明 合 或 OFx OPxT.3 QFxI 一 名 也 
是 连续 的 即 可 ， 给 出 定义 的 上述 公式 即 说 明 这 合成 在 闭 子 集 
OFxOPx [0, 二 | 和 闭 于 集 QFxQP x [ 生 ,1] 上 都 是 连续 的 ， 


为 说 明 9 了 是 五 洛 , 我 们 来 鬼 造 需要 前 一 些 同 伦 ， 类 似 的 公 
式 将 也 在 $1.7 中 用 于 定义 拓扑 窄 间 中 ( 非 闭 ) 道 路 的 同 伦 . 
为 证 明 上 映射 >p (wm, wo) 同 伦 于 QT 的 异同 映射 , 定义 
F.QFYxISQF 由 - 
jttl 
(2) (0<r< 二 +) 


志士 


下 (ww， 2 二 (a) 


给 出 。 此 公式 说 明 如 (Xx); (QY x 了 x 工 > 了 是 连续 的 ， 记 以 
也 是 连续 的 ,上 且 是 从 映射 -> (oo co) 到 lor 的 同 伦 。 类 似 地 , 映 
对 >pleoo, 由) 同 伦 于 or 所 以 QY 是 以 所 为 涌 法 的 豆 空间 。 
， 为 说 明 包 是 同 伦 结合 的 ,定义 映射 ， 
GQOYXRYXQYF xI>QY 
由 公式 ， 
BGXD (o; o, wt, b, 
好 tl ' 
“( 百 ) (se< 4 ) | 
{di (二 上 < ) ， 
(各 3 - 2) (2 < 
给 出 ， 则 多 eo (lorx 内 . 这 表明 吧 是 同 伦 线 合 
的 。 
我 们 定义 同 伦 道 2， 8 到 由 p(w) 的 一 圭一 长. 然后 
定义 五 QYxI->R7Y, 由 . 


fo {oxie#) 

wl28 一 从 过 <r<3) 人 
HHI) (0, 4 = ， ， 
人 二 26 二 全 < 
加 (去 < 
给 出 ， 瑟 是 内 映 射 o> (wp (oD)) 到 碳 立 的 常 苇 自 讽 射 的 向 伦 . 
类 似 地 , 有 一 个 共 映 射 o 一 KGztaj， 由 到 的 常 但 映 衣 的 间 
伦 ， 所 以 p 是 02Y 的 同 伦 道 , 瑟 QZ 是 效 玫 . 


车 如 了 了 ' 保 持 基 点 , 则 有 了 映射 
Oh AFH OP! 


由 Oh(@) 因 一 (的 ) 定 义 ， 有 显然， (是 同 态 。 现 概括 关于 加 
路 空间 的 这 些 结果 如 下 : 
,得 。 


8 定理 ”回路 示 子 是 从 点 标 拓扑 空间 和 过 续 映 射 的 范 叶 到 
再 群 和 连续 同 态 的 范 轩 的 协 喜 双子" 于 

函 子 如 也 保持 同 伦 ， 亦 即 ， 著 加 天: 了 ->Y' 是 出 加 床 联 洽 
的 辐 伦 的 , 网 Cjo，2jn: 8 了 ->27' 是 由 25: 所 联接 的 同 伦 的 ， 它 
对 每 个 5E 工 是 连 闺 同 态 . 


36 同 纬 映 象 


在 本 切中， 打算 处 理 与 $1.5 的 结 昌 硼 对偶 的 结果 。 我 们 考 
号 这 样 的 点 标 空间 乌 它 使 得 mo 是 从 点 标 空间 的 同 花 范 路 到 群 和 
同 态 的 唤 畴 的 协 变 函 子 ， 这 时 臻 对偶 于 耳 群 概 念 的 事 上 群 区 六 
从 。 互 上 和 铬 前 一 个 重要 例子 是 点 标 空间 的 同 纬 暴 误 ， 是 一 从 与 回 
跨 空 下 概念 要 对 但 的 概念 ， 本 节 中 定义 的 同 伦 帮 是 从 回 先 驶 象 到 
空间 的 觅 射 的 同 伦 奖 做 成 属 的 例子 ，， 

著 六 和 了 是 点 标 拓扑 空间 ， 它 们 站 点 标 拓扑 空间 范 史 中 的 
和 和 记 为 了 YY。 着 生 有 基点 mo 了 有 基点 yo 则 三 Y 靖 可 视 
为 对 x 了 的 子 空 间 王 xyoU woxY 了 . 车 下 五 多 及 次 了 98, 我 
们 令 (f, 四 : 下 VY 是 由 和 的 特性 定义 的 肌 射 [ 即 (f, 四 | 下 三 
f 及 OT DIY-q. 

一 个 及 上 妊 由 一 点 标 拓扑 空间 日 及 和 连 续 上 科 法 

» QV 


组 成 ,使 下 列 择 质感 立 。 
司 从 单位 村 在 在 性 : 若 e 人 -@ 是 ( 认 一 的 ) 常人 耻 肛 ， 风 合 
成 
了 gvg G 贡 8 和 和 -ve 全 2 
皆 同 伦 子 de， . 
同 从 结合 拜 ,方形 : 
人 五 群 的 * 注 续 周 态 ? 与 前 珈 定 尺 的 司 杰 是 同一 报 念 。 闪 范 畴 在 前 面 夫 表 交 给 
出 ,但 合成 法 则 与 机 个 公 旦 的 脸 证 是 明显 的 。~~~ 译 注 - 本 


YQ ， 


和 是 


8 一 evg 
v| yr 
Qva “4 Qveve 
是 同 伦 可 交换 的 . 
同 从 过 的 存在 性 : 窑 在 时 庙 加 Q- 昌 使 合成 
QQve Se 和 QV 0 
协同 伦 干 o，@>@， 
车 下 是 任 一 点 标 空 间 ,生日 是 一 互 上 群 , 则 在 [Q 蔗 ] 中 在 
在 一 个 合成 法 则 ,由 [I[ 户 ] 一 [( 所 ， 册 。 吕 确定 , 它 将 哗 做 
成 本 加 
五 上 群 称 为 交换 的 , 若 三 角形 


a 
vs/ ve 
Pe 
QYVQ 一 QVvO - 
是 同 伦 可 交换 的 , 其 中 2 (gw 9 = (人 ,9 《对 多 的 E 国 ， 
若 @ 和 全 分 别 是 带 上 恨 法 > 和风 的 吾 上 赂 ,让 射 压 怠 
称 为 同 态 , 若 方形 


和 一 ，QY8 
B ， ‘av 
QV 
是 同 伦 可 交换 的 . 
下 议定 理 的 证 明 对 假 于 关于 五 群 的 相应 的 命题 的 证 明 ( 驴 定 
理 1.5.4, 1.5.5, 41.5.6 和 14.5. 站 ,此 处 从 睹 . 
站 定理 车 一 点 标 空间 与 一 酝 上 王 衣 相 同 的 伦 昏 ， 列 其 自 
身 就 昌 这 样 一 个 百 上 终 , 它 以 同 伦 等 价 为 同 坊 .入 
8. 定理 车 入 是 型 上 上 群 ， 则 me 是 从 点 标 室 间 的 同 伦 臣 畴 
到 群 和 同 态 的 范 硅 的 协 变 函 子 。 若 昌 是 交换 的 吾 上 群 ， 则 此 函 
子 取 值 于 交换 群 范 味 . 看 
.定理 车 久 是 点 标 空间 ,使 ro 取舍 于 群 范畴 , 别 妨 是 吾 


0， 


上 群 (车 we 取信 于 交接 群 范 畸 , 划 四 是 交接 也 上 群 ). 进一步 ， 
mef 宝 ) 上 的 群 构造 与 定理 中 中 内 @ 前 吾 上 群 构造 鹿 决 定 的 群 拘 
造 是 等 同 的 。 

条. 定理 若 忆 人 fsG@' 惠 瑟 上 必 癌 的 肤 身 ，: 则 在 群 范 办 内 
Ba 是 从 me 到 me 前 自 隋 变 楼 , 当 且 仅 当 是 同 态 . 目 

下 面 描述 一 个 互 上 洗 的 例子 : 它 与 看 为 吾 群 的 合子 的 回路 
空间 相对 但 , 设 2 为 点 标 扩 站 空 间 , 以 ms 为 基点 ,2 的 周 续 睦 象 记 
作 有 2， 由 痊 2xI 上 把 (2 x 人 DU {sox 卫 UU (2 x 二 等 司 为 一 点 面 
得 到 的 高 空间 来 定义 ， 有 的 文献 上 称 之 为 约 化 同 妆 映 篆 , 而 把 术 
语 “ 同 纬 峡 各 ”用 于 (无 基点 ) 空 间 范 三 的 问 纬 且 谊 , : 它 是 杰 了 XI 
上 把 束 x0 慨 合 为 一 点 及 把 ZXx1 埠 合 为 另 一 点 记得 到 的 南 空 间 . 

若 名 旭 EZxI, 我 们 用 [x, 身 记 刁 8 中 的 在 商 观 射 2X7-> 
3 下 对 应 匆 点 。 则 区 加 一 [oo 站 这 [二 -( 对 所 有 EZ 天 
4E 厂 . 点 [go, 而 E82 也 记 为 各 且 8 是 二 以 和 为 基点 的 点 标 
空间 ， 著 天 2>2F， 则 87. SG-82， 由 及 [oz 庆 一 [7 习 定 
文 . 这样 ，B5 是 从 点 标 空间 和 连 绪 腕 射 范岗 的 协 变 函 子 。 为 说 明 
它 是 到 五 上 群 和 同 态 范 膊 芍 协 变 画 子 ,我 们 定义 上 棍 法 

bp, SFB8 VS 

(人 虽 , 二 【os<i< 动 
(oo, Ls, 4-9) (Fre1) 


所 给 出 ,网 团 3( 其 中 上线 缩 为 一 点 ): 映射 x 赋予 82 以 五 上 群 


由 公式 bl[z, 司 ) = 


VS 


和 


汐 造 ,使 车 凡 开 >20 则 及 是 同 琳 这 一 点 可 以 直接 验证 或 从 回 
路 空间 已 建立 的 性 质 导 出 ,我 们 将 其 放 在 以 下 内 容 的 后 面 . 

前 而 定义 的 从 点 标 空间 和 连续 映射 的 范畴 到 自身 的 散 闻 纯利 
立 是 合 随 男 于 的 例子 。 这 意味 著 对 于 点 标 闪 间 隐 机 了 存在 器 价 

hom(SZ, 天) SEom(2, QP), 

其 中 ， 两 映 几 被 理解 为 在 虚 标 空间 痢 建 续 映 射 范 时 申 态 的 集合 ". 
这 等 价 于 忆 言 中 定名 3.8 的 铺 果 , 且 若 g: 207， 天 对 应 的 外 
SG 了 由 Y[ 本 了 何 (的 来 定义 (对 于 sE 多 和 #16 了， 必然 ， 
小 页 Zr 了 7 则 (Diog) 一 jg 且 若 关 82 网 (gs) go 
所 以 等 价 Verg 来 自从 调子 hom 的， 中 到 于 hoti(， 如 的 自 
然 等 价 。 ~ i 

这 外 区 和 可 为 这 闪 六 菩 信和 路 中 乓 、 对 点 株 空 间 
一 个 同 伦 全 名 XI-> 了 必须 路 各 x 了 到 go。 该 这 定义 邓 肌 射 妃 
2x TAI 了 SCZ x I/ DD) 可 名 疯 于 Ffox 由 
司 蚂 - 

~ [ed, ey, #1, D weEZ:E, ven,. . 
故 得 出 同 同 伦 ,ZXT/woxI QF 欢 晓 地 对 谨 于 闻 众 人 : 82 X 
ZJzox 了 -> 了 Y， 放 上 述 等 价 给 出 了 等 价 ” 
{82; 区 二 [和 OF] 

使 得 车 旺 射 包 竺 >0OF 和 网 射 9.52 3 了 由 了 区 居 一 9 的 的 联 
系 , 则 [9 对 应 乎 [ 轨 ， 自 此 ,存在 从 函 子 1 人" *] 到 函 子 [*; 侣 "的 
自然 等 价 *， 

从 这 些 注 记 可 扒 出 ,对 一 确定 页 点 标 空间 名 孙子 mus 自然 等 
价 于 合成 调子 mrz@. 这 里 从 视 为 到 瑟 群 和 同 访 的 间 伦 范畴 的 
协 变 蚤 子 ， 则 合成 wzeQ 取信 于 群 和 间 态 范畴 . 由 定理 8, S82 是” 

”9 前 西 定 只 的 函 子 吕 是 到 鼠 上 和 群 和 同 者 的 范 联 ， 此 处 双流 为 到 点 标 空间 的 范 
膀 ， 此 于 前 着 不 是 后 老 的 光子 范 及 , 改 提 到 bom 时 要 指明 在 旺 个 范 味 十。 关 然 , 此 处 
了 了 不 见得 起 也 上 群 . 甘 挟 卫 上 详 , 则 严 易 汇 撒 , 必须 说 呵 ， 一 一 译 济 

+9 近 昌 出 珀 再 子 外 -; 与 [.; 纺 .1 的 写法 并 无 定义 。 本 书后 面 还 有 类 拟 入 特 号。 
只 能 根据 上 下 文 狼 出， 这 里 的 发 示 空间 芷 畴 到 糙 汽 薪 的 二 元 函 三 ， 前 到 变 ， 
后 协 变 。 [529 也 和 妇 此 。 "一 详 峡 


dr 


如 上 群 ， 且 上 而 定 文 的 映射 办 832->S8VSZ 是 互 上 锥 8ZG 中 
的 上 乘法 之 一 (或 同 伦 于 它 )，、 类 侯 地 ， 若 .f. 3 下， 出 闪 maz 到 
mez 的 自然 变换 (8 有 )* 对 应 于 从 合成 me 加 到 全 成 mzo 台 的 自然 
变换 f+， 轩 为 后 者 是 在 群 范畴 中 的 自然 变换 , 所 以 XS 有 D+ 也 是 ， 
且 由 定理 4, Sf 是 吾 上 群 S2 到 召 上 群 828 的 同 蛮 . 

以 上 义 述 可 综合 于 下 : 

届 . 定理 。 同 纬 映 象 到 于 局 是 从 点 标 空 间 和 陵 碳 区 范畴 到 如 
上 群 和 连续 同 态 范 味 的 协 变 孙子 四 

函 子 也 保持 同 伦 ， 亦 即 , 车 fo, 及， 2->2 是 由 五所 同 伦 
的 , 则 SP 和 8P 是 由 &F 所 同 伦 的 ， 它 对 每 个 +E 工 都 是 连续 同 
坊 ， . 
我 们 现在 来 说 明 对 nz>1, 球 二 同 胚 于 一 个 癌 续 上映 象 , 县 这 料 
可 得 到 一 族 有 用 的 五 上 群 . 其 对 应 的 丽 子 叫做 月 亿 帮 双子 :具有 
特别 的 重要 竹 。 

6. 引 理 ”对 n>0， SRE oti, 

证 明 设 p= (1 0. … 分 是 全 的 基点 : 我 们 把 短 "* 谍 入 
EE" 看 成 R13 的 第 人 + 加 个 点 标 为 0 的 点 的 于 和 集 ， 则 改作 为 
洪 道 球 幅 入 8" 

Sr={:E Rn -1 oo 
且 Bot 世代 入 本 oa， 
Eim{zE Rrtal [li 且 知 4 一 人 ， 

设 吾 + 和 五 - 是 "#4 的 由 潭 道 避 确定 的 两 小半 半球 ,出 

Hr {zeE Btls>0}s 

H.-{sES" zm 0}, 
且 Beta= 吾 :U 召 - 及 "~ 了 H+ 由 吾 -， 和 进一步， 投射 B's > 
所 定义 的 投射 gs: 及 > 和 p-: 如 -> 为 同 且 、 枕 射 天 
C8) >" 于 由 

potet (的 四 (0<t<$) 


(2- zt tad) (Fetet) 
de 


了 [2 d= 


所 定义 ,可 以 验证 为 一 同 胚 六 (Se So 站 
对 wml, 第 n% 个 同 伦 群 画 子 w, 是 在 点 妹 空间 同 伦 范 随 上 的 
协 变 函 子 , 由 z= man 定义 ， 从 定理 6 和 5 可 得 出 ， 这 些 函 子 取 值 
于 群 和 同 态 的 范 卫 . 
在 本 章 最 后 两 节 中 , 将 给 出 wi 的 另 一 个 定义 , 并 更 详细 地 加 
以 三 究 。 在 第 7 章 中 我 们 要 回头 配 究 高 维 的 同 伦 群 %。。 
下 述 关于 陕 射 名 -> 互 信 天 wv (及) 中 平凡 元 素 的 混 分 必要 条 
性 是 定理 1.3.12 的 直接 结果 . 
7. 定理 冉 幸 0 加 -> 了 代表 on( 下 ) 的 平 已 元 于 对 n>1， 
当 且 仅 当 能 连续 地 扩充 到 "i 上, 用 
在 结束 本 节 之 前 ,让 我 们 考虑 一 下 对 于 特殊 的 点 标 空间 政和 
了 ,在 集合 [下 ; 站] 上 可 能 的 群 神 造 之 间 的 相左 作用 (例如 ,车 互 
是 五 上 群 及 了 是 瑟 焙 ,这 个 集合 可 用 两 个 方法 给 出 群 构造 ). 事 
实 上 ,在 相当 一 般 的 情况 下 , 在 一 范 贱 中 hom( 正 , 了 ) 上 的 两 个 合 
成 法 则 相等 , 我们 来 六 述 此 续 果 。 . 
8. 定理 设 五 和 了 是 一 范 畸 中 的 对 六 且 设 拉 和 六 是 
.hom( 互 ， 了) 中 西 个 合成 法 则 ,使 得 
外) * 和 ”有 共同 的 戏 这 单位 元 素 ， 
人 b) #* 和 *' 是 互相 分 配 的 
则 和 ww 和 等 ,入 两 者 都 是 交换 与 结合 的 。 
证 明 茶 性 {s) 意味 著 有 一 跨 射 记 五 -> 了 ， 使 对 任意 的 
产 工 > 了 ， 
Fefo— forf = fr fo=forf—f. 
条 竹中 ) 意 昧 政 对 天, fo, gi gs， 研一 
ff (grgs)— fx gt foe'ga), 
著 fg: 五 -> 及 则 
frg— fr fo ong = (frfow( forg) = f*'g 
orf = fo gf fo (forf)*' (gujo) = fe'g, 
所 以 fg 一 J*g 一 gnf， 为 证 明 结 全 律 ,我 们 有 
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Cfug xh = (fr fo ~ Cfrfox(g hy = fguh). 站 

9. 推论 若 卫 是 厅 室 间 , 由 是 位 一 如 上 群 ， 昧 [Qt 站 是 
交接 群 且 群 的 构造 由 王 的 染 法 映射 所 定义 、 

证 明 只 要 注意 到 在 [Q; Z 中 用 外 的 上 乘 或 卫 的 乘法 定义 
药 两 合成 法 则 鱼 足 定理 8 的 条 他, 便 可 推出 此 结论 ， 目 

注意 车 卫 你 为 吾 空 间 ( 而 非 五 群 ), 则 在 t; Pj 中 出 了 的 
乘法 定义 的 合成 法 则 一 般 不 是 [了 : 刀 上 的 群 构造 。 然而 ,车 耶 
是 互 上 群 (例如 司 纬 遇 条 ), 出 从 推论 9 得 出 ,在 FX; PJ 上 的 
这 合成 法 则 是 群 的 构造 , 且 在 此 情况 下 , 在 [ZX3 门 上 的 得 到 的 
群 构造 想 同 , 而 不 管 三 被 给 出 什么 乘法 映射 (只 要 它 是 殖 空 
苘 ) 

10. 推论 若是 吾 空 间 , 则 mw( 了 P) 对 所 有 mpT 是 交换 的 ， 
且 tn《 卫 ) 的 群 构造 由 也 中 的 来 法 呐 英 定义 . 肝 

对 于 双重 同 纬 映 象 S8(S2)， 其 点 表 成 形式 [[ 如 , 玖 《对 
zEZ 及 VED, 在 映射 8(8 有 一 荆 的 集合 中 存在 两 个 合成 法 
则 .车 户 g SC52)-> 子 , 我 们 定义 


Ff [ts, 20, Ei (os<}) 


Cng) [Ez, 可, 的 = 
I 下- 匡 ,的 储 «tl) 


FIre, ,2 (Ov i 
及 CwD[[, 昌 ,区 -| 人 1 下 

gs ,2-1 (Ft) 
在 [5(52); 了 中 相应 的 运算 湾 足 定理 8 的 条 体 , 所 以 它们 相等 ， 
县 [5C82); 卫 ] 是 交换 群 ， 特 别 地 ,有 下 述 推论. 

了 弄 . 推论 对 n2>2, mm 是 到 交 污 群 范 叶 的 汉子 ， 罩 ， 

闫 似 的 论证 可 用 于 回路 空间 OP, 其 中 了 自身 为 五 空间 ， 在 
4P 中 存在 乘法 映射 ,因为 它 是 回路 空间 ; 且 另 一 乘法 也 己 中 原来 
的 乘法 得 到 ， 在 [X; 中 中 站 应 的 合成 法 由 满足 定理 3 的 条 件 . 
所 以 车 卫 是 互 空间 , 则 aaz 是 到 交换 群 范 贱 的 反 变 丁子 . 

I 
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本 节 涉 及 拓扑 室 间 中 的 道路 。 这 导致 $1.6 引入 的 第 工 个 同 
伦 群 v1 的 另 一 个 描述 仿 .8)。 我们 有 可 能 定义 在 拓扑 空 间 中 诞 
路 之 闻 的 一 些 同 伦 . 这 些 同 纶 是 在 $I-5 中 证 明 问 路 空间 是 五 空 
交 时 所 用 过 的 同 伦 ( 对 于 菲 闭 道路 ) 的 推广 ， 且 由 相同 的 公式 定义 
(除了 多 许 与 好 交换 以 外 )， 显然 ， 在 将 SI.5 中 疏 考 十 回路 宰 
得 所 得 的 结果 对 遵 路 空间 作 适 当 的 推广 时 ， 有 关公 式 的 这 种 再 现 
可 屋 在 证 印 中 省略 措 ， 但 每 个 公式 毕 况 有 其 自身 的 价值 ; 而 卫 , 公 
二 的 再 现 有 助 于 对 公式 的 理解 . 

一 个 广 群 是 个 小 荡 畴 , 其 每 个 坟 为 等 价 。， 我 们 不 加 证 明 地 列 
举 而 一 些 关于 广 群 的 事实 ,它们 是 范畴 页 一 般 性 质 的 易 得 的 结果 ， 

工 .在 广 群 的 对 条 二 和 吾 之 间 由 条 件 ham(4， 色 天 多 定义 
的 闫 条 是 笔 价 关 生 、 用 

这 个 等 价 关系 的 等 价 类 称 为 广 妊 的 分 支 , 二 相让 笑称 为 通 
的 ,车 它 偷 有 一 个 分 支 ， -~ 

对 于 广 群 的 任 一 对 各 4 把 户 9 有 4 下 A 灾 入 ,fo 加 有 4 玉 和 4 
的 合成 法 则 是 在 hom(4， 4) 户 的 姓 运 算 . 目 

3 者 在 从 任 一 广 群 到 群 和 同 态 范 畸 的 协 变 调子 ， 扫 对象 才 
变 为 群 horm( 4 和, 县 把 起 f，AB 交 为 情态 

hb hom(A, A)}—>bomB, B), 
由 而 (的 =ogof 对 外 A 一 4 所 定义 .天 

-因为 在 广 群 申 人 性 一 态 天 4>B 是 等 价 ,所 以 局 hom(4, 信 
->hom(B,，) 是 同 构 . TF 而 的 命题 挡 述 了 由 取 及 有 可 能 的 关 
下 4->B 简 到 的 同 构 族 . 

绝 ， 若 各 种 在 一 广 群 的 同一 分 支 申 , 则 同 移 旅 {1y| 天 生 >B》 
是 同 构 hom(A4， 滑 ->homiB,B) 的 一 个 共 胃 天. 目 

下 . 设想 是 从 广 吾 留 到 另 一 个 广 群 多 的 协 灾 函 子 ， 风 下 遇 
多 的 一 个 分 支 拓 留 的 同一 个 分 友 中 ， 且 存 让 从 BE 上 的 污 变 西子 
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hom (4, 人 0) 到 人 7 上 的 协 变 函 于 homs(P(4), FP(4)) 的 自 热 变 
换 了 Cd 由 

ed) = 44 
所 定义 ， 置 

在 完成 了 关于 广 群 的 这 些 一 般 考察 后 ， 我 们 进入 基本 广 群 的 
定义 ， 在 拓扑 空间 克 中 一 个 道路 定义 为 连续 映射 @: -> 下 
[注意 : 道路 是 映射 而 非 像 集 c(CZ)]。 道路 的 始点 为 点 m(0), 终点 
为 点 ofD .我们 也 说 am 是 从 o(0) 到 w(D) 的 道路 ,在 而 E 有 的 
一 个 用 道路 或 回路 是 一 道路 ,使 0(0) 一 wo=@(1， 车 名 和 2 
是 开 的 遵 路 ,使 end w=orig oo, 则 存在 积 道路 oxey 于 开 中 ， 
由 公 起 

人 (o<i<#) 
《Coke (有 D = 
ot) (<i<1) 
所 定义 , 且 orig (wxw) =0rig ww, end (rw’) =end eo’, 

我 们 很 想 作 这 人 么 个 范畴 ， 基 对象 为 的 点 ， 其 队 m1 到 wo 的 
态 是 从 mw 到 wi 的 道 咯 , 且 其 合成 就 是 积 道路 ， 但 在 此 定义 下 , 范 
栈 公 理 没 有 一 个 被 满足 ， 亦 即 : 对 每 个 点 不 一 定 有 单位 态 ,对 积 道 
路 结合 律 一 般 不 成 立 [ 亦 即 ow (osa' ) 通 常 异 于 (ww ra]， 然 
再, 车 不 把 态 定义 为 道路 本 身 ， 而 定义 为 送 路 的 网 伦 关 ， 则 可 定义 
一 个 范畴 . 

并 的 两 个 道路 四 和 0 简称 为 周 伦 的 , 记 为 oo 车 它们 机 
对 于 工 是 同 伦 的 。 这 样 , 之 ox 的 一 个 必要 条 件 是 (0) cr (0) 
县 CD =-ar(D、 对 任意 ci msE 于 关系 所 是 从 到 大 的 首 
路 集合 中 的 等 价 关系 ， 从 此 得 到 的 等 价 类 称 为 送 路 灵 ， 且 车 避 是 
五 中 的 道路 , 则 包含 它 的 道路 关 记 为 [o1， 央 在 同一 道路 类 中 , 两 
道路 有 共同 的 始点 和 共同 的 终点 ， 所 以 我 们 可 取 来 作为 道路 类 的 
上 的 记 ， 这 本 个 协 变 卫 子 应 记 home(-。-.) 与 homer(,。-》， 自 然 变换 


fi Ps 译注 
9) 这 由 orig 名 衣 示 巴 的 和 的 点 wo)， engo 家 示 中 的 终点 au。 一 一 译注 。 
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稍 点 和 终点 ， 

我 们 构造 一 个 范畴 ， 其 对 象 为 蕊 的 点 , 县 其 从 wr 到 mm 的 态 
是 以 wo 为 始点 以 m1 为 终点 的 六 路 类 ， 以 下 引 理 说 明 两 道路 之 积 
的 道路 类 仅 依 囊 于 因子 的 道路 类 , 且 可 用 来 定义 该 范畴 中 的 合 或 . 

6. 引 理 谈 [o] 和 fooq] 是 素 中 的 道路 类 ,end[o] 一 orig[o]， 
则 存在 一 个 完 会 确定 的 道路 里 [o]w[ao]= [ase]， 使 orig([o]* 
fo]) ~origLe], 且 end([o]*r") =end[e)], 

证 明 为 证 明 w@w 之 和 ow 之 i 区 洱 wrw 守 wwwl， 设 而 
IxI > 是 从 到 os 的 相对 于 工交 同 从 ,县 设 :IXI-> 下 是 
长 9 到 己 的 朝 对 于 了 的 同 耸 . 一 个 同 伦 居 xP 了 XI-> 玉 由 公式 

F(af, 4") (ov<F) 

(Bx), 的 = WED 

| 的 全 <tsl) 


所 定义 , 见 图 对 所 示意 : 


Fr, ww’ oom re 于 量 ， ， 

补 .定理 ”对 每 个 拓扑 空间 革 ， 埋 在 范畴 线 ( 卫 )， 其 对 象 是 
五 的 点 ,其 从 wi 到 居 的 让 是 以 to 为 始 以 m1 为 终 前 道路 糯 , 其 合 
威 是 道路 类 的 积 - 

证 明 ”为 证 明 单 位 态 的 存在 , 设 ss: 二 > 三 是 常 值 瑞 射 ， 对 每 
个 wsE 开 ,ss 他 ) 一 5。 现 在 说 昭 {soJ 一 te. 车 是 使 (DD 一 z 的 
道路 ,可 以 证 明 wrso。 之 ww( 对 于 以 w 为 始 的 道路 也 有 类 似 的 性 质 )。 
这 样 的 局 伦 严 Tx > 也 由 公式 


人 ef- 至 ) (0st tt 
Eh = “3 人 过 ) ET) 
g (号 :ses1) 


给 出 , 见 图 5 启示 意 ， 类 似 的 同 伦 说 明和 车 wt0) 一 -一 -全 
一 2 WW sos 一 o。 
为 应 明 态 的 侣 成 的 铺 合 律 . 设 ww’ 和 ww” 一 -名 
古道 路 ,使 end oo 一 orig wo end 一 origm" 
可 以 证 明 (ore wo ”eon (w'ww")， 这 样 的 同 > 
伦 G 了 x 了 -> 下 由 公式 图 


¥+1lN 
4 


na 


和) (st 
V+1 


GE =i og-F (二 <1) 
wt) 人 和 ta) 


3 一 P 
所 给 出 , 苑 图 6 语 示 意 ， 时 
ae 范 团 (了) 称 为 工 的 道路 类 范畴 ， 或 世 


/1 的 基本 广 群 ,后 一 名 称 基于 下 述 定理 ; 
y 8. 定理 ”多 (下 ) 是 一 个 广 作 . 
// | 证 明 在 区 中 纵 定 一 道路 @, 令 or 了 
下 是 道路 ， 由 oo 的 一 o 人 一 汶 定 义 。 为 证 明 
a [es 一 [ej 在 纪 ( 了 TY) 中 ,我们 必须 指 忠 
内 6 crow lexewwy[ 且 也 同样 有 ww 1sw 作 sw， 但 它 


由 前 而 的 同 伦 给 出 ,因为 w= (w .这 样 的 同 伦 互 ;了 X 了 > 工 
由 公式 


| (or) 

je 区 0 
Hl, = 

| *@- 3 一 的 他 <asl- 二 ) 

[ow (EE 


所 定义 , 见 图 7 所 示意 . 上 
这 样 ,我 们 就 完成 了 对 基本 广 群 的 构造 ， 共 本 广 群 的 分 支 称 
， 大 。 


为 下 的 道路 分 支 ， 显 然 , oo 和 中 在 工 的 同一 分 支 中 , 当 且 仅 当 
开 中 存 企 从 mm 到 四 的 道路 w。 互 称 为 
LN 过 路 连通 的 ,车 其 基本 广 群 是 连通 的 ，. 下 

述 定理 是 道路 分 支 的 一 交错 特征 ， 
9. 定理 玉 前 道路 分 支 是 玉 的 投 

大 的 遵 路 连通 子 空间 ， 

四 wi 证 明 设 4 是 环 的 道路 分 支 , 且 
己 是 驻 的 一 近 路 , 使 o(0) E 4。 我 们 来 证 
图 ? 明 w 是 4 中 的 道路 . 对 每 4ET 由 mn 人) 
一 oo 人 tt) (对 #ED 定 义 道路 ox 了 I> 了 则 避 是 及 中 从 (0) 
到 的 的 道路 ， 记 以 全 是 在 wp 的 环 中 同一 道路 分 支 中 ,也 就 

是 4 中 ， 因 为 这 对 每 1E 了 和 营 如 此 , 故 名 是 4 中 的 道路 . 

4 是 道路 连通 的 , 因为 车 zo、 my 4, 则 存在 对 中 从 so 到 ws 
的 道路 o。 由 上 述 结果 , @ 是 4 中 的 道路 . 所 以 4 的 任 两 点 能 
在 4 中 由 道路 联接 起 来 , 即 4 是 道路 连通 的 ， 力 为 节 中 任意 从 
4 中 出 发 的 道路 整个 位 于 4 中， 所 以 4 是 了 的 极 大 道路 连通 子 
集 . 目 

如 . 引 理 道路 连通 空间 是 连通 的 ， 

证 明 车 w 是 X 中 的 道路 ， 则 作为 连通 空间 工 的 连续 像 
(了 ) 是 连通 的 .所 以 (0) 和 (DD 在 卫 的 同一 分 支 中 车 了 道 
路 连通 ,三 的 任意 两 点 处 于 同一 分 支 中 , 则 卫 是 连 遵 的 . 目 

引 理 10 的 着 命题 不 真 , 这 可 由 于 例 说 明 ， 

入 . 例 设 并 是 加 ?的 子 空间 ,由 

Z-{c 殷 EBele>0 gm 于 或 eg -1<v<!} 
所 确定 ， 则 工 是 连通 的 ,但 非 道 路 连通 。 

给 定 映射 卫 > 了 , 则 有 从 多 ( 工 ) 到 22(7) 的 协 变 函 子 Ps， 
把 氏 ( 习 ) 的 对 象 2 变 到 儿 () 的 对 象 / 办， 把 包 ( 习 ) 的 态 [四 变 
到 乡 (Y) 的 态 凤 [wj]=[fow]，Jf4 的 函 子 性 质 是 不 难 验证 的 从 
命题 5 的 第 一 部 分 ， 或 者 由 直接 验证 可 知 , 了 映 工 的 一 个 道路 分 
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支 到 7 的 一 个 道 覆 分 支 中 .所 以 有 一 个 内 拓扑 空间 和 连续 且 射 
药 郊 跨 到 集合 与 两 洛 的 范畴 的 协 变 函 了 wo, 使 mo( 工 ) 等 于 < 全 前 
道路 分 支 的 集合 , 且 
mo = fn mK) >not) bh 
映 . 卫 中 的 道路 分 支 到 了 中 了 lw) 的 道路 分 支 . 着 了， fo 之 
fs 则 对 任意 2E 耻 存在 了 中 从 folw) 到 广 (w) 的 道路 cz, 由 
oo 从 一 下 (oo 四 (对 托 太 定义 .所 以 恋人 罗 和 大 ( 轨 属于 了 的 同 
一 个 道路 分 支 , 旦 .jos 一 六 *， 共 而 ,ze 可 视 为 从 同 伦 范 栈 到 集合 
和 函 激 范 畴 的 协 变 函 子 、 对 可 缩 空间 立 ， 这 画 子 示 性 王子 rr 如 
下 : 
12. 定理 营 三 是 可 纺 全 条 ， 则 wr 和 届 关 在 辣 人 时 和 
骸 荨 价 的 . 
证 明 若 尺 和 及’ 有 相同 伦 型 , 则 wx 和 wz 是 自然 等 价 的 . 
从 推论 二,3.11 得 出 若 王 是 单 点 空间 ,mx 自 熟 等 ' 价 于 'mr， 蔬 雁 
只 要 证 明 re 自然 等 价 于 wo 即 可 %，mo《 了 P) 由 了 的 唯一 道中 分支 
组 成 , 且 自 然 变 换 “ . 


内 Terra 
由 兴 [ 由 一 fs(P) 对 [及 ELP; 瑟 ] 所 定义 , 使 同 伦 了 XI 下 对 应 
于 道路 I-> 子 ; 则 X? 是 一 一 对 应 于 子 的 ,从 而 业 是 自然 等 价 . 目 
函 学 mo 与 例 1.2.6 的 函 子 Ho 密切 相关 ， 事 窒 上 , 对 于 其 分 
支 与 道路 分 支 重合 的 空间 也, 及。 着 wo 与 把 任 登 集合 变 为 由 这 集 
合生 成 的 交换 群 的 协 变 阔 子 的 合成 . 特 蜀 别 地 ,mo 可 用 米 得 也 1 2 
中 原来 由 用 Ho 得 到 的 结果 。 


88 基 本 群 
渤 定 点 wn 了， 并 洁 下 中 内 oo 为 娩 和 终 的 和 及 半 可 得 到 
称 为 关卡 多 的 一 个 模 ， 现在 说 胃 访 群 有 然 等 价 子 $1.6 中 定义 的 


入 两 个 | 在 从 一 个 到 另 一 个 的 自然 等 俯 ， 划 a 闪 的 。 
或 一 个 自然 等 价 于 另 一 个 。 这 里 用 列 的 传递 心 是 显然 的 ， 一 一 诺 注 


“57 ， 


第 一 个 问 伦 群 wi， 本 节 以 计算 加 的 基本 群 作为 结束 . 

设 忆 是 拓扑 空间 日 moE 互 ， 把 科 的 基于 wo 的 基本 群 记 作 
亚 ( 吾 ,zi ,定义 为 以 zo 为 妈 和 终 的 道路 类 的 群 ， 从 定理 1.7.8 
和 和 命题 1.7.2 得 出 这 是 一 个 群 ， 且 车 六 (下, m0) 王 (FY， go}， 则 
4 是 从 ww( 革 wo) 到 mw， go) 的 同 天 . 车 户 了 (x 一 (Y， 
yo) 同 伦 , 则 

fra=f4: wT, vom(Y, yo). 

所 以 有 下 述 定 理 . 

1. 定理 看 在 从 点 标 空间 的 同 伦 范 轩 到 群 范畴 的 协 变 示 子 ， 
把 点 标 空间 变型 其 基本 群 , 且 把 映射 政变 为 同 态 fj4". 重 

我 们 来 说 明基 本 群 函 子 we 自然 等 价 于 $1.6 定 义 的 mm. 设 
和 TI->8489 由 和 的 一 [一 二 习 记 定义 ， 其 中 部 语 一 和 两 点 
组 成 , 且 1 为 其 基点 ， 则 和 诱导 出 在 映射 (9), 下 ( 王 ， go) 的 
同 伦 类 和 三 中 在 wm% 的 晤 道路 的 道路 类 之 间 的 双 爱 X#， 由 

Ig] = [9%], g: (S08), D> (TF, wo) 

所 定义 . 根据 在 [人 (59); 王 ] 中 和 wt 辽 , co) 中 的 合成 法 则 的 定义 ， 
和 卫视 为 群 的 同 构 。 给 定 一 竺 射 天 (了 ,eo)->( 了 ,yo), 和 * 与 J4 
可 交换 ， 由 引 理 并 .6.6，8(8") 同 胚 于 S81. 

3. 定理 张 射 M# 是 第 一 个 同 伦 群 泽 子 mi 与 基本 群 函 子 玫 
的 自然 等 价 ， 硬 

有 了 时 拒 w( 及 ,wo) 的 元 灶 视 为 胸 射 695 0) 一 《 开 ，z) 的 同 伦 
类 比 道路 类 将 更 方便 - 

因为 在 m 的 任意 闭 道 路 (及 在 这 些 道路 之 间 的 任意 同 伦 ) 必 
须 全 位 于 蕊 中 包含 s 的 遵 略 分 支 4 中， 于 是 4(4， wo) or( 卫 ， 
wo) ， 从 而 ,基本 群 能 够 给 出 的 仅 是 包含 各 的 道路 分 支 的 信息 .从 
一 般 的 广 群 的 角度 来 考 虚 ( 见 命题 1.7.3 和 和 1.7.9， 车 [o] 是 五 
的 具 m 到 mz 的 道路 类 , 则 如 是 从 亚 (了 2) 到 一 ( 瑟 ， so) 的 同 


构 . 
8. 定理 一 个 道路 连 沁 空间 的 不 同 基点 的 基本 群 是 同 构 的 ， 


二 应 该 是 把 了 的 户 伦 类 变 为 4。 一 译注 


538。 


此 园 构 在 兴 三 的 意 叉 下 完全 决定 . 莉 

尽管 一 个 道路 连通 空间 基于 不 同 点 的 某 本 群 是 同 构 的 ， 我 们 
仍 趟 能 将 它们 等 局 起来 , 因为 它们 之 间 的 同 构 并 不 唯一 。 车 在 一 
些 点 (从 而 在 所 有 点 ) 的 基本 群 是 交换 的 , 则 此 同 构 唯一 ， 一 般 来 
说 , 基本 群 并 非 必 须 是 交换 的 ; 然而 ,定理 2 和 推 治 1.6.10 的 下 述 
结果 是 关于 基本 群 交换 性 的 一 般 结果 , 

4. 定理” 道 政 连通 的 百 空间 的 基本 群 是 交换 的 ， 且 车 四 和 
9 是 在 其 基 志 上 前 闭 透 路， 别 

[oir [fe] = [pe to wo)]， 

其 中 山 是 瑟 空间 中 的 本 法 映射 划 

空间 卫 对 n>0 移 为 是 n 连通 的 , 著 对 kw 每 个 连续 映射 
六 如 > 下 有 在 王 ? 上 的 连续 扩充 .二 连通 的 空 局 也 称 为 单 连 
通 的 ， 注 意 若 0<m<n, 则 mn 连通 空间 也 是 mw 连通 的 ,从 定理 
.6.7 排出, 空间 五 是 "连通 的 ， 当 生 仅 当 它 是 道路 连通 的 ， 且 
me《 苹 , z) 是 平凡 的 ， 驹 每 个 英 点 人 玉 及 TS8<n。 兴 推论 
1.3.138， 有 下 述 结果 . 

二 引 理 ”可 纺 室 间 是 mn 连通 的 ,对 大 个 n>0. 目 - 

注意 , 一 空间 是 0 连通 的 , 当 且 仅 当 它 是 道路 连通 的 ; 一 空间 
是 单 演 通 的 ， 当 总 仅 当 它 是 道路 连通 的 ， 且 w《 慎 , go) w=0[ 对 茶 个 
点 (外 而 所 有 点 }2oE 及 ]. 

从 定理 1 我 们 知道 ， 攻 丽 个 点 标 空 间 有 作为 点 标 空间 的 稻 同 
伦 型 : 则 压 司 构 的 基本 群 。 为 了 证 明王 个 道路 连通 空间 有 作为 空 
间 ( 不 要 基点 条 个 ) 的 相同 伦 型 时 前 类 似 结果 ， 我 们 需要 一 些 预 备 
的 结果 ， 

6. 引 理 设 h 及 TXJ 及, m0, yfHo, BB 是 下 前 道路 ,由 
限制 有 于 IxI 的 四 条 边 来 定义 [ 敢 t 有 D=h@ 芒 及 民 针 一 
下 人 匀 ]， 册 KooxBi)*(tIT*B85) 是 卫 中 在 有 (0, 0) 忽 末 道路 ， 它 
代表 可， 0 > 的 平凡 元 束 . 

证 明 设 几 oa, 8 和 局 是 工 x 工 的 道路 ， 由 区 加 一 已 纺 
和 BG 一 《6 刁 定义， 如 (oxBD*to8 50 全 是 TXT 的 在 人 ,9 

， 59 。 


药 妆 道路 ,县 亚 肌 此 闭 洪 路 于 (aas * (ostaB5 为 595， 因为 了 x 了 工 是 
瑟 的 凸 子 集 , 所 以 它 是 可 缩 的 , 且 由 引 理 丽 它 量 单 渗 咀 的 ， 所 以 
(os BD #0 TB ~ eco0m, 


县 
(coxBi sai spo") 一 po 人 rss) 


Shiosaom 一 saoo。 国 
时 定理 设 fj (ZX, 2 了 0 go) 及 《>(F, 9) 
作为 下 到 了 的 映 累 是 同 伦 鸭 , 风 在 了 宁 窒 从 如 到 角 的 道路 co 


使 - 
Fa T(E, mF, yo). 


证 明 设 及 于 xI 7 打从 了 到 9 的 同 俗 , 且 税 ow， I>Y 
由 名 欣 一 也 (avy 旧 定义 ， 则 是 卫 本 共有 到 人 鼠 的 一 道路 若 
/是 子 中 在 wm 的 任 一 出 放 路 ， 令 有 了 xT-> 世 由 有 人 的 = 
人 定义 ， 则 AQ 的 = 玉 (evy 的 一 oo 4 人 了 二 

go By; 用 和信 0) 一 Jo 的 .由 弛 强人 让 
orgo) (os (Fo) 3) cay. 

这 蕴涵 [osge[o]o[e 于 一 六 [os9, 亦 即 

Gaooga) [ofafoq， ， 

因为 [eo] 是 wm( 卫 ,so) 的 任意 歌 的 苑 察 , 廊 切 igog 一 fy 目 
38. 定 把 禄 问 伦 型 乒 丙 个 道 站 连通 空间 少 睛 构 物 基本 阁 ， 
证明 设 了 > 了 和 Jg: 了 一 三 为 香 逆 的 同 伦 等 仿 设 
mo 区 型 记 yo 了 0) 一 9), = 了 (8， 设 fo (Z, 40 一 
他， 和 广 ，( 开 ,gD) 玉 (Fgi) 是 由 了 确定 向 陵 射 ( 淋 即 , 有 和 
天 是 两 个 等 于 于 但 闹 为 贺 的 肤 射 )， 且 设 和 (YP, 2 下 ,1) 
自 9 确定 ， 则 gefo。， (Ko 一 ( 瑟 ，m) 是 作为 卫 到 的 映射 
同 伦 于 loan ( 交 ， oo) C (EF, 0) 的 ,县 eg (Y, 一 人 yr) 
是 作为 了 到 卫 交 映射 癌 伦 手 law 《网 和 (gm 的. 从 定 


本 (aos9ys saslsp8eD; 我 说 ,及 与 此 闭 道 覆 的 合成 是 


t 


人 9 应 说 , 各 
{orp 01s8, 1 
"9 上 节 并 去 对 道路 类 的 合 
让 ,又 用 此 记号 玫 示 问 术 的 全 或， 请 河 记 


=。 60 = 


2 村 ， 这 里 妈 全 不 了 “但 玫 司 一 个 定理 
区 分 . 一 译注 


理 7 推出 存在 互 中 共 科 到 四 的 道路 和 和 了 中 从 纹 到 加 的 道 
路 ww 使 得 

ho (gof 0 gscf on 

Mn (fg) # = fi 
记 以 有 交换 图 囊 

T(E, qo) -< (1) 


wal 上 


a(Y, 90) 2 wl, gi). 
办 是 满 同 态 , 四 is 是 满 同 态 ; 办 是 单 同 态 , 因 关 hw 龙 单 同 态 ， 
所 以 gy 是 河 构 . 目 
我 们 以 一 个 夺 非 平凡 基本 群 的 空间 的 例子 作为 结 来 . 为 好 上 
的 , 我 们 沿用 Packer 用 过 的 方法 计算 (加 go); 这 里 全 一 {69 
及 go=1?, 


指数 映射 er: Rg 由 ez 的 一 6 定义， 出 er 是 连续 的 ， 
er( 纪 十 加 一 ec 人 的 )ez 人 5) (其 中 ， 右 端 为 复数 的 乘法 ); 且 22《E2) 一 


上 (的 ， 当 且 仅 当 忆 -所 是 整数 ， 则 奇 oz| (一 委 , 委 ) 将 开 线 有 
(二 二 同 丰 于 站 ~ 人 9 我们 令 


we 


为 oo| (一 喜 , 当 ) 的 地. 
了 条 工本 本 加 如 E 的 关 坚 形 。 如 虹 对 任意 2E. 工 ， 
内 mm 到 z 的 闭 线段 [zo, 人 整个 在 互 里 边 面 . 

9. 引 环 设 互 是 暴 臻 的。 且 为 从 woE 开 的 类 村 形 ， 性 给 
连续 陕 射 所 站->8 和 任意 和 和 如 使 az(to) 一 fizo), 则 存在 连 
续 映 英 了 玉 一 民 ， 使 扩 (z0) 一 纪 且 ev《 了 0)} 一 f( 雹 《对 饭 有 
风纪 看). 


n 网 入, W. Thneker Some :opologiea] proparties of disk and sphere, Proces- 
ge Cf the Cinacian Hathematical Congress, 1345, 885—809.—— 白 注 


"I. 


证 明 显然 , 我 们 能 够 移动 瑟 使 之 成 为 从 原 点 的 类 星 形 ， 从 
而 可 假设 am 一 0 而 不 失 一 般 性 .因为 三 紧 到 的 , 放 了 是 一 至 连 续 
的 ， 且 存在 s>0 使 若 lp 一 zj<a 由 (从 一 fo)1<2 [ 亦 即 : 
了 (把 和 f(x)) 不 是 如 中 的 对 径 点 ]、 因 为 站 有 界 ， 故 存在 正 束 
数 4 使 Jz|/w<e( 对 记 有 wE 卫 )。 则 对 每 个 便 0<j<w 及 所 有 
wE 下 ,有 

[UsDse 和- 
el 
号 从 而 [C2)-s()|<2. 
由 是 ， 商 (Cf 十 Dz/)/f (Jw/w) 是 子 一 {6 中 的 一 个 点 ， 设 
入 61 一 {0 中 对 0<j<n 是 觅 庙 , 由 
TD =f ST em) fF( jo/n) 
给 出 ， 草 对 所 有 “GE 下， 我 们 看 到 
Fle) =f (0 go lo) ge) go 

我 们 定义 用 了 >R, 由 

fm) totlglge ls) — lg (ge) + .+ lg (gs-1(8)), 
了 六 是 从 下 到 届 的 n+ 个 连续 机 数 的 和 ,因而 连续 ， 显 然 , 六 (0) 
=io, 上 且 ez(P (2)) =f 0). 上 

10. 引 理 设 下 是 连通 空间 , 且 设 产 的 时 -> 下 是 暑 笠 ,全 
ezo 产 一 song 及 六 (go) 一 (eo) (对 要 个 aoE 轩 )， 则 广 一 9 

证 明 设 7 一 一 多 各 -> 下. 因 eze 产 -azsg' 所 以 eno 汶 是 
从 互 到 ps 的 常 们 映射 ， 放 是 从 下 到 吾 的 连续 肤 射 ， 仅 取 至 
阁 信 ， 霹 为 子 连通 ,所 以 天 为 常 值 映 射 ， 又 因 Ren) =D, 风 对 所 
有 zEX, Ro) =0. 量 

设 w >8! 是 在 处 的 六 道路 ， 因 为 了 是 从 0 的 类 星 形 ， 
且 at0) -po~ez(0)， 则 从 引 理 9 得 出 ， 存 在 et 了 > 尼 ， 使 e(0) 
一 0, 且 ezoa 一 te， 由 引 青 10, of 由 这 些 性 质 所 唯一 示 性 ， 因为 
zfefD)) 一 po， 获 (人 D 是 一 整数 、 我 们 定义 a 的 屋 数 deg an 
oD. 

11. 引 理 该 w 和 及 是 中 中 在 Jo 其 的 同 从 的 闭 道 路 , 则 


"fp 


deg ac 一 aeg B. 
证 明 设 .有 TxI>57 是 从 a 到 B 的 相对 于 工 的 同 伦 ， 因 
为 TxI 是 RB? 的 从 (0, 0) 的 类 星 形 子 集 ， 故 从 引 理 9， 存 在 映射 
FZ' IXI>R, 使 得 (0, 0) =0 及 ezoF'~. 因 了 是 一 相对 
于 二 的 同 伦 ,了 (0, 芍 一 了 (1 拉 =po( 对 所 有 #ED, 所 以 天 (0， 
妇 和 了 玉 人 二 约 对 所 有 #E 工 仅 取 蓝 数值 ， 则 FC0, 二 必 为 常 值 映 
射 , 且 赤 (1, 维 也 必 为 常 值 映射 因为 (0, 0) ~0, 所 以 六 '(0， 
芍 一 0 (对 所 有 #EDD, 定义 BIR 由 of( 旨 一 0) 和 
OOD, DD) 则 (0) 一 0 和 evsawa， 记 由 dega=0'(D 一 
到 (全 0)， 类 似 地 ,PB'(0) ~=0 和 spep'=B， 从 而 deg 8B 一 (DD) 一 
到 人 1)， 因 为 了 '(1 的 是 常 值 ， 扬 以 了 F'(1,.0) ~ 了 "(1 1), 县 
deg ac=deg B.§ _ 
这 样 就 有 完全 确定 了 的 从 w(S*, go) 到 蕊 的 函数 deg, 由 
deg[a] =deg a 
所 定义 ,其 中 必 是 S17 中 在 go 处 的 闭 道路 。 
18. 定理 域 数 leg 是 同 构 ， 
deg: wl, po) TZ 
证 明 为 证 明 deg 是 辣 态 ， 设 和 BB 是 58+ 中 在 go 的 两 个 闲 
道路 , 且 设 m6 是 在 部 的 群 乘法 中 确定 的 闭 首 路。 我 们 从 定理 4 
知道 , [中 *[] = [mB8]， 设 eB， I> 民 是 使 of(0)**0, ewo0 二 
o B'(0) =0 和 ewoB' 一 的 映射 网 十 BI> 尼 是 使 
(«+8) (0) -0 
及 exe (a' 十 Bap 的 ,所 以 
dog([a]*[B])= deg[ap8l = (e+ Bp") (1) 
=deg atieg B= deg[a] +deg[8], 


说 明了 deg 是 局 态 . 
映射 deg 是 满 同 态 ; 因为 车 wm 是 一 个 整数 , 则 存在 民 中 的 道 
路 of 由 羽 的 一 细 定 义 。 设 m 一 ezom%。 则 显然 , deg [ow] 一 4(D 


=n, 


映射 deg 是 单 同 态 ， 因 为 车 deg[g] =0, 则 在 0 处 存在 如 中 


» 63 ». 


的 闭 道路 of, 使 ezea' 一 x. 因 尼 是 单 过 通 的 (因为 它 可 缩 ,由 引 理 
5 得 出 ), 故 之 so, 则 evo'axep. 所 以 ec 之 sp 县 [加 是 08 到 
的 单位 元 来 . 自 

我 们 计算 mC5 区 所 用 的 方法 将 在 第 2 章 中 推广 ， 用 业 给 由 
在 一 空间 的 基本 群 和 它 的 覆 准 空间 的 基本 群 之 间 的 关系 . ， 

从 定理 2 得 出 , (085 po) 守 [57, po 59, 匣 因为 中 是 拓 
扑 群 ,集合 [83 8] (不 带 革 点 条 件 ) 在 映射 乘法 下 也 是 群 , 且 存 众 
明显 的 同 态 本 i “ 

7 TS po: 8 pol {BY 8 ， 

28， 引 理 同 态 7: [87, go: 81, go] [53 是 同 鬼 . 

证 明 ”为 说 明 是 满 同 态 ， 设 关 .59->87 目 设 了 (go) 一 只 (对 
茶 个 8 0 和 9 一 2r)， 定 义 同 俭 五, 8 由 

Fls, t) =f (90 
则 至 是 从 了 到 一 映射 产 的 同 伦 ， 使 (po) go， 所 以 Lla- 
[ 门 一 [ 旋 ， 

为 说 明 y 是 单间 态 ， 设 户 8", 2 一 的 2 是 做 YI 
[有 峰 六 平凡 元 素 的 . 则 了: 8*->S1 是 零 伦 的 ， 由 定理 1.3.12, f 
是 相对 于 zr 零 伦 的 ， 所 以 [了 ps 是 平凡 元 素 . 是 ” 

从 定理 12 和 引导 18 得 出 F83 8] 必 2Z. 对 每 个 整数 由 从 
司 到 自身 的 映射 ->z" 代表 在 上 述 同 构 下 对 应 于 ”的 同 伦 类 , 


6 。 


肥 可 绽 空 间 
14， 拓扑 空 间 X 上 以 9 放大 上 的 线形 写 区 为 各自 庙 芭 ve 的 映射 柱 . 江 
明 及 可 缩 , 消 且 仅 当 它 十 一 上 任意 锥 形 的 改 纵 格 。 
湖 名 是"+! 的 收缩 过 当 且 仅 当 So。 是 车 缩 的 人 
CX 十 令 上 的 一 锥 形 ， 证 明 (OX，) 相 对 于 任意 空间 有 局 恰 扩 完 性 


还 明 一 空间 了 可 缩 , 当 上 是 仅 当 任 给 美 二 工 有 同 公共 亮 性质 的 但 ( 开 ， 4) 
及 年 意 映 射 4 了 ,了 总 可 以 扩 完 到 及 上 . 
. 设 卫 是 例 1.3. 全 的 梳 空 间 ,月 没 加 是 点 (0 1) EY 设 训 是 了 的 另 一 
个 枕 碟 名 者 相 应 阅 点 芭 。 波 开 是 空间 ,由 了 称 了 了 的 分 离 并 瘟 合 和 和 
以 10 得. 证 明正 是 4 连通 的 ， 对 任意 4, 从 是 不 可 编 [ 夫 示 : 忆 在 自身 
内 任 一 形变 必须 是 夸 对 于 加 的 同 伦 ] 四 
召 附加 室 闻 
.L 设 44 是 空间 下 的 子 空 间 ， 且 设 访 4 了 是 连续 观 射 。 太 的 白 f 到 了 
的 附加 空间 号 定义 为 习 利 工 的 分 离 并 存 等 局 3E 4 与 Fe) & 了 (对 所 
、 有 ze 44) 而 得 到 的 商 空间 . 证 明 才 了 是 正规 空间 且 才 是 天 的 轩 了 人 
则 所 是 正规 空间 , 

2. 窑 间 ,匀称 反正 机 的 ， 荐 下 XI 是 正规 空间 ， 荐 了 是 双 正视 空 间 , 了 是 
元 规 空间 , 且 天 工 > 了 是 连 绽 的 ,证 明 六 的 映射 往 着 正规 空间 . 

38， 给 定 一 连续 映射 J，4> 卫 ,其中 和 4 是 空间 了 鸭子 空间， 记 明 了 可 扩充 
到 半 上 , 当 且 仅 当 了 是 且 移 由 六 到 了 移 时 加 空间 的 收 纪 术 ， “ 

4. 设 乡 是 信 的 由 映射 万 4> 了 的 到 了 的 附加 空间 ， 证 旧 {3, 了 ) 关 了 了 空 
同 全 训 同 伶 扩充 性 大 ,车 (X， 4) 关于 万 有 同 伦 扩 充 性 质 ， 

忆 ”绝对 收缩 接 和 绝对 邻 域 收 缩 护 、 
空间 了 称 为 弛 对 收编 扩 (或 绝对 令 域 改编 转 )， 若 给 出 正 说 空间 已 闭 

子 全 4c 开 及 迪 卫 对 六 4 邓 可 扩充 到 及 上 (或 4 在 王 的 基 邻 


各 突 , 二 者 部 趟 


gr 


一 


外 )》， 
1. 证 明 一 正规 空 词 了 是 绝对 收缩 该 (或 绝对 邻 起 收 强 核 )， 当 生 仅 当 内 到 
了 作为 用 子 集 谍 人 正夫 空间 忆 时 ， 就 有 了 是 忆 竟 收编 核 (或 了 在 限 中 
某 邻 域 的 收缩 核 )， 
2， 证 明 人性 党 多 个 个 络 对 收 强 核 拘 积 ( 或 有 限 去 个 绝对 名 必 迪 核 的 和 本身 
也 过 绝对 收 问 核 (或 绝对 邻 域 收缩 核 ).。 
3， 证 明 对 所 有 we 是 绝对 收缩 恢 ， 
生 证 明 绝对 收 编 按 的 收 织 核 是 绝对 收缩 核 ， 绝对 邻 志 纵 核 的 某 刘 子 集 的 
收缩 核 是 绝对 艺 城 收 绪 核 。 
5 证 朋 对 也 有 的 区 ?是 绝对 收 纵 核 ， 5" 是 绝对 都 域 收 缩 核 。 
6 证 庆 叉 正规 绝对 都城 收缩 核 是 局 部 可 迪 的 ( 亦 即 ， 点 “的 任 一 储 减 术 包 
含 闻 的 一 个 名 城 了 在 台中 可 形变 到 只 。 
?。 证 因 双 正规 绝对 邻 城 收缩 核 是 绝对 收缩 核 , 当 且 仅 当 它 可 缩 。 
DD 同 伦 扩 充 性 质 
I 设 4 是 正视 空间 卫 的 闭 子 集 , 设 X 了 是 志 续 的 (其 中 工 是 任意 
前 ), 且 设 9: 4xZ> 了 是 fi 和 4 的 一 个 同 耸 ， 大 存 在 7I5 前 同 伦 名 书 
YT> 了 是 所 的 扩充 ， 其 中 口 是 半 的 开 邻 城 ， 证 明 存 在 了 药 同 从 
XI3Y 扩 充 Q. 
Forsuk 同 伦 扩 充 定理 设 4 是 双 正 规 空间 子 的 闭 子 华 、 则 (了 用 
任意 纯 对 轨 城 收缩 核 了 有 同 伦 扩 充 性 质 ， | 
3. 设 上 4 是 双 王 规 空间 芝 的 谷子 集 , 且 设 了 空间 万 xIU 子 x0c 卫 x1 是 绝 
对 邻 域 改 缩 核 。 则 ( 子 ， 丰 ) 关 于 任意 空间 了 有 同 伦 扩 先 性 质 . 
4, 设 4 是 避风 团子 集 , 号 是 了 的 开 子 第 .假设 (I2， A) 类 于 怠 有 同 伦 扩 
充 性 质 ,， 且 (Xx 竺 xf34xI) 关 于 了 了 有 同 伦 扩充 性 质 ， 证 明 考 
无 (下, 4)> ,3) (作为 属 的 映射 同 伦 于 一 个 将 开幕 个 映 入 互 的 殉 
射 , 则 它 相对 于 半 导 伦 子 该 映射， 
上 纤维 化 ， 
证明 伦 意 上 纤维 化 是 单 函数 。 
. 证 明 上 纤维 化 的 合成 是 上 纤维 化 。 
“ 对 于 前 用 子 空间 4, 证明 包含 联 射 4C 五 是 上 纤维 化 ， 当权 当 Xx 
U4x7 是 下 XI 的 收缩 核 . 
4. 车 及 是 卫 ansior 人 空间 站 的 子 空 间 ， 证 有 明 着 4cC 芝 是 上 纤维 化 , 则 4 
在 及 中 是 闭 的 . 
5. 设 豆 是 团子 集 到 和 se 的 并 , 4 是 联 的 子 集 ,使 XIN 人 x 呈 夺 证明 者 


ww 


lt. 


本 个 而 Ch 与 之 广 民 : 己 可 是 上 红 维 化 , 则 A4C 革 也 是 上 纤维 化 。 
8， 流 4 呈 空 间 开 的 亲子 空间 .证明 下 列 各 条 是 等 价 的 : 

Ca) 4C 王 是 上 纤纤 化 。 

(by 存在 形变 DD; 1xI> 玉 -8] 4[ 亦 即 ，Diz, 0)=* Do 站 一 9， 对 

xEX, 4E 4 及 ftE1] 和 映射 gq: 了 > 工 使 4p1D 和 Dg"109, 1x 

Ded. 

(ey 在 在 卫 的 分 城 万 在 并 中 可 形变 人 4zal[ 亦 那 : 存在 同 从 
吾 : BFx 开 ;使 囊 fm 及 =o 三 (o, 昌 =4 和 二 (x, DE Ad 对 
zED, at 4 及 tE 了 和 映射 9m: 全 >I， 使 得 A= AD 和 w= 
D， 堵 ze 一 

7, 车 4cC 卫 及 如 Cc 了 是 上 绎 继 化 , 生 和 4 和 马 分 别 在 对 和 了 中 是 于 的 ,证 
朋 4xBCXBUA4xY 和 尽 x 吾 。 4x 了 CX 了 是 上 纤维 化 . 

下 局 部 体系 ** 

工 在 空间 并 上 的 一 局 部 体系 是 从 天 的 基本 广 了 到 某 举 畴 交 协 变 因 子 、 对 
和 任意 范 路 多 证 明太 在 并 上 取 生 于 的 局 部 床 共 的 范 游 (X 上 两 个 局 部 
体系 元 为 等 价 的 , 若 在 这 范畴 中 它 们 是 等 价 的 对 象 )- 

2. 纵 定 一 映射 区 -> 了 ， 诺 明 三 诱 寻 出 把 工 上 隘 秆 二 多 的 同 部 二 系 范 时 
到 筷 上 取 值 士 4 的 局 部 朱 系 让 此 芍 协 变 须 三 ， 

3. 若 冯 是 范 团 8 的 一 个 对 象 ， 记 Ant4 是 盖 谋 多 中 的 自 等 从 群 . 车 
9: 如 昌 是 名 由 的 等 价 ,证明 Ant 4 一 4nt 如 由 5Ca) 一 %*aeg 定 
义 , 是 群 的 同 构 。 

4， 若 厂 县 及 上 的 局 部 体系 ,站 zo0€ 辽 , 证 明 耳 放电 出 一 同 者: 

Ts ml, to) 一 Anc Tao). 

5, 老 下 是 道路 连通 的 , 开 政 立 上 取 值 于 多 的 两 局 部 体系 信和 三 等 价 , 当 
三 仅 当 存在 等 价 g: Ceo T'(2o)， 使 2 了 ,在 委 叶 Kao) 中 共 辐 于 
了 上 

6. 若 信 是 道路 连通 的 , 给 定 兴 铺 4c 和 同 访 ww( 卫 ro 一生 nr 4 证 
村 本 上 取信 于 名前 民 部 全 系 了 使 (ze) =4, 且 了 ,= 

G 基本 群 


入 疹 耻 是正 规 的 ， 们 型 个 的 惫 价 性 旗下 述 文章 中 证 对 : 时 . 8. Young: 和 
eondition fer the abeolo!s homotopy exlanalon properly. Armer. ffafh. Morthiy, 
ol. 71 396~897、 1954. 一 一 原 注 

“0  N, 卫 Btesnrpjs Homology with local coafficionts Ann. of Math., Vol. 


4 cuem, 1948. 一 一 原 广 


sie 


1 证 明 甘 本 群 通 子 与 直 和 交手. 

3. 若 和 是 互 中 从 加 虱 的 道 略 ， 证 肛 名 全 w'， 当 有 仅 当 orw ~ 
a 

3. 设 空间 五 是 两 个 开 单 连通 本 集 和 的 并 , .使 NF 非 空 且 道路 这 
站 证明 立定 单 连 通 的 . ， 

4. 证 明 对 于 n>3, 3* 吕 单 连通 的 . 

5. 若 存在 一 玲 有 韭 交 热 基 六 群 的 空 志 ， 证 天 "数字 8”( 亦 团 朋 一 公交 点 痢 
功 国 的 并 ) 有 非 交 护 的 基本 群 ( 见 三 题 3. 卫 . 委 . ， ， 

6. 设 六 开 > 各 十 平 条 线 , 具 吉 无 处 过 化 的 邹 调 最 " 亦 
即 ; 的 0 产 ( 罗 = 六 CD) 县 六 (天 0 对 0SiSI. 设 避 1 3 妇 是 
团 首次 自 w(#) 一 FG 定义， 证明 [w] 是 wa(34) 的 生成 元 


7 在 了 中 ， 设 叉 是 由 因 0 的 半 妈 成 的 空 隔 , 其 中 04 者 放生 ,9) 及 


半生 芝 (对 也 有 正 时 数 吧 在 ?中 ( 抬 开 为 而 于 避 入 之 并 

设 了 是 联接 (0， 0, 1) 与 下 吉 闭 线 欧 的 点 集 , 且 设 于 是 了 各 过 的 更 

点 的 反射 ， 则 了 和 二 是 ?的 亲 单 注 源 于 集 ， 第 了 全 是 个 单 占 ， 证 

明了 LY 不 是 单 连通 的 

基本 群 的 一 些 应 用 

,证 出 磋 不 是 琴 的 收缩 核 . 

证 明江 > 全 与 ip 不 只 有 相同 从 再 

秆 明 对 >& 到 和 和 并" 不同 下 . 

设 p 的 一 "nas?"…ci 二 轴 是 首 项 芭 数 为 1 的 名 系 葡 " 次 允 

顶 式 ,再 没 86) 一 "对 7> 信 恋人 = 和 ER 各 a| 一 分， 证 明 对 是 够 

类 的 z 可 0- 和 304 是 从 (到 丙 一 0 的 同 伦 的 映 册 

5 代数 基本 定理 “下 中 每 一 外 系数 儿 项 式 有 根 ， [提示 ， 对 考区 +>0, 映 
秀全 Ga 0> 耻 一 0 不 是 蔡伦 的 , 因为 它 活 导 基 术 妊 风 把 凡 多 同 态 .] 


oem 


KH. Hopf: Uter die Drehung der Tangenten nnd Setmen sbener Kurron; 
Compositio Hathematioa, Vol. 2, 50~63, 1935. 关于 稚 广 形式 见 H, Walitrey: On 
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第 2 章 覆 合 空间 和 纤维 化 


这 理论 所 以 在 这 里 提出 ,县 因为 基本 群 子 子 提供 
丁 列 全 空间 问题 用 代数 问题 语言 一 个 准确 的 下 水、 这 一 点 证 实 
了 我 们 对 基本 群 函 子 的 特殊 兴趣 是 有 根据 的 ， 

本 章 包 括 税 二 空 间 的 理论 ， 也 引 入 了 纤维 只有 纯 纺 化 的 天 
概念 ， 这 些 概 念 在 以 后 另外 的 内 容 中 还 会 考虑 测 ， 这 里 我 候 采 地 
的 是 这 样 的 观点 , 亦 即 , 有 叭 一 道路 升腾 性 质 的 纤维 由 是 槛 全 空间 
的 推广 ， 央 此 , 我 们 将 绞 详细 地 考虑 这 类 纤维 化 , 

在 82.1 中 定义 禾 秋 空间 , 在 82.2 中 定义 纤维 化 ,并 证 明了 
剖 是 个 纤维 化 .5 2 .3 处 型 序 唯 直道 路 升 肢 的 纤维 化 
闻 的 基本 群 之 问 的 关系 ,8 2. 《包括 用 基 基本 税 西 子 
解决 这 类 年 维 化 前 升腾 问题 

82.5 中 将 入 定理 用 于 胃 局 部 道中 连通 空 间 的 柳 空间 
依 其 基本 群 的 子 群 来 进行 的 分 类 ， 这 需要 从 底 空间 及 其 基本 群 的 
一 子 群 出 发 构造 医 簿 空间 ， 在 $2;6 中 我 们 考虑 了 一 个 道 问题 ; 
从 一 覆 瑟 空间 及 其 上 的 适当 的 变换 群 出 发 构造 了 了 底 空间 
:3.7 中 作为 要 稚 空 间 的 自然 推广 到 入 了 绎 维 委 .， 这 节 的 
是 : 局 部 纤维 化 是 纤维 化 .这 蕴涵 具有 拟 紧 臻 底 空间 的 
纪 绢 是 纤维 化 .8 2.8 中 考虑 一 般 纤维 化 前 性 质 肥 纤维 同 伦 等 
价 概念 .这些 在 以 后 的 后 伦 沧 研究 中 是 重要 的 


81 覆 营 投射 


柳 秋 投射 是 个 连续 映射 ， 它 是 均 印 局 部 闻 胚 ， 这 一 点 和 有 有 关 
，D3 


概念 在 本 节 中 连同 一 些 例子 和 初步 性 质 被 引入 。 

设 包 证 > 五 是 连 纺 跌 射 ， 一 个 五 于 集 口 全 称 为 堵 p 平 走 
绑 盘 的 ,车 2rx(DD) 是 证 的 开 子 集 的 分 离 并 ,每 个 这 样 的 开 子 集 尼 
由 于 同 肘 地 浙 于 妈 上 。 着 己 是 撤 志 平均 履 登 的 ， 显 然 Z 的 任 一 
开 子 集 也 被 9 平均 发 总 ， 连 继 映 射 # 实 一 耶 被 称 为 度 秋 投射 ,车 
对 每 点 sE 卫 有 一 并 邻 域 被 加 平均 小 各 。 定 称 为 开 这 空间 ,了 称 
为 着 登 丘 射 的 底 空 间 、 

下 列 为 覆 琶 投射 的 例子 ， 

1 任 一 同 严 弟 李 登 投 射 ， 

车 证 是 于 与 一 离散 空间 前 积 ， 则 投射 管 -> 玉 是 缆 剑 投 


射 , 

8 陕 射 co， 丽 ->Bx 由 ex 从 一 et 定义 人 1.8 中 曾经 考虑 
过 ) 是 和 到 投射 

和 车 糙 意 正 整 数 n， 由 p(s) 一 所 定义 的 映射 P51->51 是 
收 羡 投身 ， 

5 对 任意 正 整 数 w>, 由 王 合 对 人 径 点 定义 的 虑 船 名 -Ps 
是 重要 投射 

6 若是 拓扑 悦 , 也 是 邓 的 离散 子 发， 且 G/ 吾 是 其 左 (或 
而) 第 集 空间 , 则 投射 G_>G/ 互 是 覆 副 投射 

连续 了 英 射 灵 了 一 下 称 为 局 部 同 胚 , 著 每 点 9ET 有 一 开 邻 域 
被 了 辣 是 地 觅 至 下 的 开 子 集 上 若 训 是 , 则 了 的 每 点 有 任意 小 的 
邻 域 有 此 隆 质 , 且 丰 下 列 引 理 ， 

YY 引 理 局 部 同 自 是 开 映 射 ， 目 

和 引 理 套 生 投射 是 局 部 同 是 ， 

证 明 设 作 广 一 了 是 获 委 投射 , 是 站 了 E 伍 ， 设 豆 是 3 的 
的 开 邻 域 ,被 2 平均 覆 琶 , 则 orX(D) 是 并 集 的 分 离 并 , 每 个 开 集 皆 
被 9 局 胚 地 轴 到 辟 上， 设立 是 这 些 开 集 之 中 包含 的 那 一 个 , 则 
也是 和 的 并 邻 域 ,使 2 女 是 把 立 同 及 于 筷 的 江 子 集 豆 的, 上 

局 部 辐 旺 不 见得 是 覆 引 投射 如 下 述 例子 所 表明 交 . 

9 例 设 p: (0, 及 一 3 是 俩 3 的 映射 az; 吾 ->8" 限制 于 并 


0 。 


线 息 (0，3) 上 ， 因为 p 是 局 部 疗 胚 限制 在 开 子 集 上 ， 扩 以 它 也 是 
局 部 同 县 。 它 也 是 济 岗 ,但 它 不 是 覆 全 投射 , 因为 复数 1€61 没 压 
被 了 平均 入 从 的 仔 域 . 

下 述 是 引 理 了 和 8 以 及 (从 定义 推出 的 ) 覆 到 投射 必 是 满员 这 
一 结果 多 推论 . 

10 推论 度 生 投射 使 其 底 空间 成 为 其 林 全 空间 的 商 空间 . 国 

对 于 局 部 连通 空间 ， 存 在 机 到 投射 在 其 语 空 间 的 分 支 上 的 下 
述 简化 , 

11 定理 若是 是 局 部 连通 入 , 则 连 壬 映射 所 侍 玫 时 是 大 
避 投 射 , 当 且 仅 当 对 慎 的 每 分 支 人 T 遇 才 “ 

gp 10, pO>0 
是 臣下 投 条 . 

证 明 若 ? 是 履 屋 投射 ， 且 口 是 卫 的 一 分 支 , 设 2EO 及 避 
是 % 的 开 邻 域 被 名 平均 覆 秋 ， 设 广 是 口 的 包含 2 的 俘 支 ， 因 为 
于是 局 部 连通 的 ， 所 以 严 在 四 中 是 开 的 , 旦 从 南 在 口中 也 是 开 
的 显然 , 玉 被 plp"!0 平均 搜 谷 ， 所 内 plp “0 是 准 膏 浊 射 

反之 ,假设 瞎 射 p[p“ 吕 Ow-'O->0 是 赣 痘 投 冉 ， 对 开 的 每 分 
支 〇 成 立 ， 设 5EO 及 口 是 = 在 如 中 的 开 镶 域 ， 被 plp 0 平均 
神 肥 ， 因 为 开局 部 连通 , 信 在 焉 中 从 而 是 开 的 。 所 以 如 在 及 中 
也 是 开 的 , 且 显 然 孝 9 平均 履 装 因而 2 是 本 痊 投 峙 ， 攻 

一 般 地 , 被 平均 覆 双 的 开 集 的 原 像 吉成 开 集 的 分 离 并 ,每 个 开 
集 被 同 豚 地 映 上 前 , 其 表示 法 并 不 叭 一 (可 考虑 一 个 被 平均 覆 疼 的 
离散 符合 的 情形 ); 然而 , 对 连 地 的 北平 均 界 下 鹏 开 集 ， 这 些 歼 子 集 
有 下 述 的 特征 : 

1 引 理 设 人 是 时 的 开 连 通 子 集 , 被 连续 晓 者 p 宣 -3 守 
所 平 司 斤 知 ， 别 局 是 地 叶 2 TD) 的 每 分 支 于 困 上. 

证 明 由 条 坤 ，2 CD) 是 开 子 集 的 分 离 并 ， 洪 中 每 个 开 子 集 
被 二 同 蚌 末了， 国 为 [ 是 连 过 的 ,这 些 开 子 集 也 都 是 连通 的 汉 
因为 它们 是 开 的 且 是 从 此 分 离 的 , 所 以 每 个 开 子 集 是 235DD 的 分 
支 具 

9。 


18- 推论 考虑 交 模 的 三 让 外 


训 一， 
a\ /a 
Br ， 


其 中 互 是 局 部 连通 的 ， 且 2 和 po 苹 重 要 投射 ， 若 罗 逮 洲 里 ， 列 
这 也 吕 届 得 投射 

证 明 若 妈 是 a 的 固 通 开 子 集 , 补 办 和 罗平 均 机 虱 ， 则 易 从 
引 独 12 导出 咏 !(Z) 的 每 个 分 支 被 汪 平 均 攻 营 ， 量 

城 定理 关中 .性 一 开 是 的 带 投 机 习 是 局 部 违 通 的 ,区 对 
这 的 任意 分 支 人 g 转身 

2 全，C->p(C) 

是 到 下 的 菜 分 支 上 的 种 要 投射 

证 明 设 疡 是 全 的 一 个 分 支 、 下 面 证 明 p(O) 是 下 的 分 
支 。 2(C》 当 然 是 连通 的 。 为 了 说 明 它 是 芷 的 用 天 允 闭 的 子 集 ， 
设 w 是 2 的 的 一 个 闭 和 外 点 ， 且 说 厅 让 如 的 连通 开 领域 零 罗 平均 
要 天 团 为 如 与 g( 避 ) 相交 >， 所 内-*{ 吕 ) 与 世相 变 .: 所 以 
-DU) 的 某 分 变 妆 与 淖 相交 ; 因 是 证 的 身长 , 诸 以 新 c, 则 
由 可 理 19, DG)DBKD) 一 辽 , 改 区 的 的 阅 包 包含 寺 op( 的 之 内 ,这 
瘟 洱 2(C) 是 民 开 又 闭 的 , 司 样 的 论证 表明 , 洲 sEg9( 多 ); 县 如是 gw 
在 王 中 移 开 过 通令 域 被 平均 覆 委 , 别 UCp( 的 且 (p|C)-A5) 
是 p 区 加) 的 那些 同 仑 相交 的 分区 的 分 离 并 。 从 引 组 3 得 出 
好 被 2 安平 均 概 器， 所 以 2 区 CC) 是 玉 可 疯 笛 1 a 


评述 例子 说 明定 理 寺前 小 不 真 . 
15 例 设 王 =S1xA1x… 是 1 堆 球 的 可 数 积 ,: 是 站 克基 革 
设 证,= RB"x 5x Bix 定义 全 2 下 四 
加 全 - 
ez 


帘 ge vy 定义 jp 全 -三 使 别 | 主 o 一 po 证 章 分 赤 是 从 条 色 
Es 一 Do 证 o-> 于 “是 柳生 投 寺 然 杯 ?不 亏 科 委 投 计 , 因 


光 没 有 郧 的 开 村 集 被 平均 著 受 . 

为 了 以 后 的 目的 ,我 们 将 对 定理 11 和 好 进行 并 扒 . 其 中 “ 当 
广 * 由 "省 甩 分 支 " 所 取代 ， 为 此 , 我 们 起 要 下 述 定义 , 盖 个 拓扑 空 
间 称 为 局 部 道路 直通 的 ， 者 开 子 紧 的 六 分 支 是 开 的 ， 下 列 诸 花 
其 此 定义 的 仿 着 8 

16 局 部 这 政 壬 通 空 间 的 人 意 开 子 蘑 自身 是 局 部 道路 过 过 
| . 、 

17 局 部 道路 连通 空间 是 局 部 连通 的 ， 目 

草 在 局 部 道路 连通 空间 中 的 分 支 与 道路 分 文章 合 , 国 

多 连通 局 部 道路 过 通 空 间 是 道路 过 通 的 - 目 

从 命题 地 和 和 18, 我 作 可 得 到 定理 蕊 和 地 的 下 述 推广 

外 定理 若 并 是 局 部 道路 连通 的 ， 则 过 续 映 射 的， 证 一 丰 
是 必 否 投射 , 当 且 候 当 对 五 的 硒 个 道路 分 支 4， 

Plovd: pA3A 
是 等 在 投机， 在 此 铺 况 下 , 若 守 中 宣 的 性 意 关 由 分 支 , 弄 人 | 这 是 
全 到 尺 拘 骨 个 道路 分 六 时 逢 全 投 腰 ,图 


§2 同 伦 逢 于 性 质 


”局 伦 升 天 作 质 对 得 于 辣 谷 扩 训导 和 这 导 吾 生 维 从 的 概念 
它 对 偶 于 81,4 引 入 的 上 纤维 化 的 概念 ， 本 节 中 我 们 定义 纤维 化 
的 概念 ,并 证 明 禾 全 授 射 是 一 类 特殊 的 纤维 化 .1， 此 特殊 种 类 的 纤 
维 化 被 视 为 履 从 投射 的 推广 ， 我 们 对 徐 天 投射 的 以 下 的 研究 将 基 
于 这 种 一 般 概 念 的 探讨 .在 本 章 结 尾 步 及 对 弛 维 化 前 一 般 考虑 

我 们 将 着 手 于 代数 拓扑 学 中 的 一 个 称 为 着 庚 同 总 的 重要 问 
题 , 它 古 扩充 问题 的 对 但. , 设 p. 避 ->B 及 了 ;下 一 好 是 取 射 … 所 请 
下 的 升腾 问题 巧 识 定 是 否 有 连续 映射 镶 下 > 百合 了 =pof'， 订 妈 
在 铬 站 . 


9, 


中 虐 箭头 是 否 对 应 于 一 个 连续 映射 使 图 表 交 换 . 若 有 此 映射 了 
则 了 称 为 并 腾 到 吾 且 称 包 为 了 的 一 个 升 唐 。 为 使 升腾 问题 成 为 
一 个 同 伦 范 团 的 问题 ， 我 作 需 要 一 个 与 同 从 扩充 性 质 相 类 伏 药 称 
作 同 伦 和 腾 的 性 质 , 定义 如 下 : 映射 吾 -> 召 称 为 关于 空间 不 有 
同 伦 升 习性 质 , 若 给 定 腕 射 瑚 . 丰 ~ 吾 和 克 : 卫 xXI3B, 使 F(%, 0) 
一 pf(z)( 对 2wE 了 了 )， 便 有 了 瞎 射 F: 下 XI 一 了 B, 使 天 (0) = 
了 人) (对 zsE€ 卫 ) 和 BoP 一 了 P， 若 户 被 视 为 三 xD 到 轧 的 酉 射 , 则 
到 的 存在 性 等 价 于 便 下 述 图 玫 可 交换 指 用 虚 艇 头 所 麦 示 药 观 射 
欧 存 在 性 ; 


， 若 gL 如 -> 电 关于 于 有 同 伦 升腾 性 质 , 而且 fo, 户 ， 了 > 是 
同 丛 前 , 声 见 如 可 升腾 到 至 ， 当 召 仅 当 访 可 升腾 到 加 。 从 而 , 里 
射 并 -> 召 是否 可 升腾 到 吾 ， 是 了 映射 的 同 伦 类 前 性 质 。 这 样 , 同 伦 
升腾 性 质 葡 涵 对 有 喘 射 忌 -> 了 的 升腾 问题 是 一 同 伦 范畴 中 的 问题. 

映射 PB 到 > 电 称 为 纤 扒 化 (或 在 文献 上 称 为 HHurewios 纤维 
空间 ), 车 多 关 于 任意 空间 有 同 伦 升腾 性 质 ， 召 穆 鸭 此 坚 维 化 的 总 
安 间 ,了 称 为 此 十 维 化 的 底 空 间 、 对 了 BEB, p24() 称 为 了 上 的 纤 
扒 . 

车 2 如 >B 是 纤维 化 ,B 中 任 一 道路 使 得 w(0) Ez( 马 ) 的 ， 
可 在 如 中 被 升 肚 为 一 道路 ， 事 实 上 ,om 可 被 视 为 一 个 同 伦 o: PX 
I>B, 其 中 卫 是 单 点 空间 ， 点 aeE 加 使 2(oo) wl0)， 对 应 有 映 射 
天 了 -> 已 使 pfP) =o(P, 0)。 从 2p 的 同 伦 升腾 性 质 得 出 存在 如 
的 道路 @, 使 0) 一 eo 且 2oS 一 a。. 生 即 为 上 的 大 器 ， 

' 工 例 设 也 是 任 一 空间 , 且 没 Xx 斩 >B 是 到 第 一 个 因子 
前 投射， 则 名 是 纤维 化 , 且 对 任 一 5EB, 5 上 的 纤维 同 胚 于 五 

为 了 证 明 厂 委 接 射 是 纤 准 化 ， 我 们 首先 出 述 覆 秋 投 射 对 连通 
空间 移 下 述 唯一 并 腾 性 质 。 

“YY 


入 .定理 设 友 证 > 下 是 牧 生 报 射 , 且 设 9g. 下 王 证 是 同一 
映射 的 天 腾 ( 四 ,p> 了 一 po 拉 ， 营 了 是 连通 的 内 了 在 了 的 菜 点 与 
8 重合, 则 了 一 9. 

证 明 设 了 一 {fyEY|J(y) 一 9， 我 们 来 证 明了 ;在 了 
中 是 开 的 ， 著 YE 了 1, 设 可 是 2( 引 的 开 邻 域 圾 Pp 平均 收 闪 , 且 设 
是 一 个 包含 f() 的 裤 的 开 子 集 , 使 p 将 拉 同 肤 好 映 到 可 上 ， 
若 了 CD) ng [ 抱 是 一 个 包含 y 的 工 的 开 子 集 ， 且 包含 于 了 
中 。 

设 了 s 一 fyE 了 |/ 大 g()}。 下面 证 明了 s 在 中 也 是 开 
的 (车 设 毫 是 Hausgdorf 空间 , -这 可 以 从 Hausdorx 信 宗 间 前 一 般 
性 质 得 到 ), 设 yEYs, 且 可 是 pf (WW) 的 开 于 集 被 Dp 平均 要 副 ; 因 
为 了 D9 人 故 有 说 的 分 离 的 开 子 集 们 和 站 ,使 得 了 
六 目 9 Gy) EV。， 养 且 p 爱 两 集合 BF 和 Vs 各 自 反 腔 于 吕 。， 风 
f(D ngr3Da 是 一 个 包 售 Y 的 工 前 开 子 集 , 日 包含 子 了 s 中 ， 

因为 Y= 了 1UYs 且 Y: 和 了 rs 是 分 离 的 开 集 ,从 了 的 连通 性 
知 了 1 一 或 了 = 了 必 有 上 且 只 有 一 个 或 立 . 根 据 俱 设 了 :+ 也 故 
一 并 从 而 了 一 %. 时 . 

我 们 现在 已 作 好 证 明 要 站 投 射 具有 同 伦 升腾 性 质 的 六 备 

3. 定理 巷 司 投射 是 纤维 化 

证 明 设 p; 完 一 下 是 琶 闪 投射 , 且 投 六 了 -> 祷 及 了 ,YXI 
一 下 是 肌 射 ， 合 也 站 一 p 产 [0) (对 yEY)， 下 栖 证 内 对 每 个 
yEY,y 必 有 一 个 在 了 中 的 开 邻 域 避 和 映射 了 本 xT> 定 使 
0) = 站 《( 对 VED, 及 pF 一 下 | 加 ,xX 了) 假设 有 这 立 的 
领域 多 及 胶 射 玛 . 车 y*EN,NNy, 刚玉 XI 和 Fyly*x1 
是 连通 空间 y* XI 到 定 的 映射 ,使 对 ET 

区 一 六 全 朋 
=p° (Fyly" XD (y", A. 
因为 (Py XD yO = (=D "0)， 则 从 定 
理 多 得 到 到 | 及 x 工 = 本 名 x 工 周 为 这 对 所 有 的 六 GyPWr 
都 成 立 , 敬 
[时 


BN NN x T= Py N,N Ny) xI. 
曾 即 ,在 在 连续 也 射 PP'; 隐 x 多 全 如 | xx 了 一 到, 且 配 是 吾 
的 开户 , 便 得 天, 0) = 产后) (对 于 YEZ2). 这 拌 我 们 把 尖 理化 
简 为 构造 开 邻 域 w; 及 映射 可.- 

太公 全 -> 工 是 履 耸 投射 这 一 事实 (及 工交 紧 臻 性) 得 出, 对 每 
yEY, 有 Y 的 开 邻 域 到 科 工 的 点 列 9 一 和 < 和 <… 雪 如一 1 使 对 
bb NX [izy 所) 被 包 舍 于 下 的 菜 个 被 加 于 均 覆 奖 
的 开 子 集中 .。 下 西 证 明 有 噢 射 ,加 ,XI 证 县 有 也 1 需 前 姓 质 , 
这 具 要 定义 映射 : 

Ge Nyx [hs 3 Gl ) 
使 得 1 . - 
pet = PI XT 志 ， 
tw OD=f (Cy'E Ny) 
Gy EN) 
1 B=2, 
就 器 了 , 因为 , 给 出 这 样 的 贾 射 G5， 春 在 软 射 
PlN,x {h1, t= 
(对 5= ,0)， 则 可 即 有 雇 需 的 如 质 ，。 

映射 后 可 让 宇 归 铜 肿 来 定义 。 为 定 流 侠 ， 设 避 是 入 的 开 
集 , 被 p 平 均 台 避 ,航天 (yx 掏 , 三 )) CD， 设 {8} 是 导 的 开 
人 全 pCU} “UD 且 2 暴 扫 ; 同 瞿 于 (对 子 每 个 

- 设 配 一 站 ) 风 {74} 是 分 见 开 集 族 粮 羔 Ns, 县-6h 由 中 每 
全 了 使 鲁 有 映 态 xte 幻 吧 本 为 了 |X fto, 名 的 并 回忆 哈 一 地 
胸 定 。 这 样 就 定义 了 命 ,. : 

设 G 对 1T<ji<m 已 定义 . 下 矿 是 工 的 开 子 集 被 平均 
禾 秋 ,使 了 CWyx 区- 区 )CE 设 全 人 大 人 
颌 gC00) = UD 县 p 典 杉 同 腔 于 (对 每 从 

Vemiy EN 2) EP}. 
则 {5} 是 分 离开 集 族 覆 盖 可 ,， 站 G 被 唯一 确定 为 对 射 , 使 对 每 
个 名 乓 肌 Vex [iy 要 到 可是 了 | 了 EX [ss 机 的 着 右 这 样 


"6. 


me) 


和 xx 定时 


就 定义 了 G4. 

映射 go。 殖 -> 妃 称 为 有 唯一 道路 升腾 ,车 给 定 召 中 的 道路 口 和 
@' 使 po 一 po%' 县 (0) 一 00)， 则 w=w/， 从 定理 2 推出 ,被 
强 投 射 有 孜 一 道路 升腾 . 

& 引 理 若 一 映射 有 唯一 者 路 升腾 ， 则 它 允 道 路 连通 空间 有 有 
唯一 升腾 性 盾 . - 

证 明 设 2 >B 有 唯一 道路 升腾 、 设 了 是 道路 连通 的 , 且 
设 f，9: 了 一 加 是 映 入 ,使 pof 一 peg 并 有 f(yo) 一 9 (go) (对 某 个 
HET)， 下 面 证 明了 =g. 设 WEY 及 是 在 了 中 内 如 到 9 的 溢 
路 邮 fow 和 gow 是 召 中 的 道路 ,为 BB 中 的 同一 道路 的 升 联 , 县， 
有 共 问 的 始 ， 因 % 有 唯一 道路 升腾 , 改 fo 一 geo.… 所 以 

FD = fw) D-(g0) DD-g0: 量 

下 述 定理 刻 划 唯一 道路 知 腾 的 纤维 化 的 特征 性 质 , 

页 定理 一 纤维 化 有 唯一 道路 升腾 , 当 且 仅 关 其 每 个 纤维 没 
有 非常 值 道路 . 

证 明 设 p: 请 *B 为 如 唯 - - 汉 路 升腾 的 纤 叭 化 。 设 四 是 纤维 
23(2 中 的 道路 ， 昌 设 oo 是 p16) 中 的 常 值 道路 ， 合 00 一 
(0)， 期 pow 一 pew 这 获 涵 =w/， 从 而 名 是 常人 道路. 

反之 , 设 p, 如 >B 为 纤维 化 ,使 每 个 纤维 没有 非 平 凡 的 道路 . 
且 设 名 各 ox 是 五 中 的 道路 , 使 peo=pew 及 (0) 一 ci 加。 对 
E 碾 设 赤 是 吾 中 的 道路 ,由 


o((1-2)0) (0<re #3) 


ar(Gx DD (3 <r<1) 


所 定义 ， 则 只 是 如 中 从 中 全 到 加 的 的 道路 , 目 peo 是 中 的 
闷 道 路 ， 它 相对 于 二 同 伦巴 在 po (的 常 值 道路 ， 出 的 问 伦 升 
腾 性 质 , 存在 映射 到; TXI-> 恕 使 得 了 P(t, 及 = 一 过 人 ， 且 六 脆 
0xTUTX1ULY 了 于 纤维 gr (po 的 》， 因 为 2 (po 人 的 ) 没 有 非 
党 值 道路 , 故 五 ' 胸 0Xx 互 了 工 XtL 和 1X 了 于 一 个 点 ,这 推出 于 (0 0) 

77 


Fd, 0D. Uo oD, oD -ot. 用 

我 们 看 到 了 , 徐 达 投射 是 有 玲 一 道路 开 及 的 纤维 化 ， 在 82.4 
中 将 说 明 , 车 底 空 间 满 足 某 些 合 理 的 候 没 , 任 一 有 唯一 道路 升腾 的 
纤维 化 是 禄 萱 役 驮 ， 把 有 唯一 兰 路 升 胜 的 纤维 化 当 作 黎 琶 投 射 的 
推广 来 研究 的 一 个 理由 症 : 下 列 两 个 定 现 都 是 容易 证 明 的 ,但 对 发 
全 投射 则 两 省 皆 不 成 立 . 

6 定理 《〈 窒 人 叭 一 过 路 升 及 的) 纤维 化 前 合成 是 (有 叭 一 道路 
升腾 的 ) 纤 维 化 . 

YY 定理 《 叭 一 道路 升腾 的 ) 纤 维 化 的 积 是 (有 唯一 道路 升 
腾 的 ?是 维 化 . 图 

有 一 个 例子 说 明定 理 6 对 各 过 投射 不 成 立 ， 

3 例 没 了 天 了 ,对 mw>l, 都 是 1 维 球 的 可 数 积 , 设 广 ,= 
了 x 下， 且 定 义 po 室 一 全 。 由 

四 
一 人 
记 给 出 ， 册 ps 是 禾 故 役 身 ,对 nz1， 从 定理 2 江 IT 难 出 ，Vgrr 
YY 是 镍 榴 投射 ， 因 V 下 ,是 六 与 正 整 数 集合 的 积 , 大 
有 稳 亚 投射 Y 了 ,> 子 ( 见 馈 2.1.2) .其 合成 
VE YI 2X 
不 是 甘谷 投射 ( 见 例 3.1.15 . 
类 似 地 ,定理 7 对 著 必 投射 也 不 成 立 . 
9 例 对 n>1 设 加: 们 > 卫 , 是 必要 投射 ev; 到 -> 各. 则 
Xpr X 守 一 多 革 ， 
不 是 覃 到 投射 . 

从 定理 得 出 ; 存在 一 范畴 , 其 对 象 汐 拓 扑 空间 , 其 态 为 有 唑 
一 道路 升 器 的 纤维 化 . 从 定理 7 得 出 , 此 范畴 有 积 , 不 难 核实 , 也 有 
和 .现在 来 描述 一 个 范 膊 , 它 依 束 于 一 给 定 铭 空间 , 它 在 研究 名 一 
投射 及 针 维 化 寺 更 有 有 用。 对 一 给 定 的 空间 苹 , 存在 一 范 里 , 其 对 . 
象 为 有 映 射 衬 玫 下 , 它 是 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 化 , 其 态 是 交 撞 
三 角形 , 

各， 


一 了 和 
~、 / 
HN TEED 

着 外 访 > 卫 是 这 范畴 中 的 一 族 带 指标 的 对 象 , 令 pVY 守 > 下 是 
映射 ,使 P| 礼 ,一 py 风力 也 是 此 范畴 中 的 对 象 , 且 是 族 {py} 在 此 范 
时 中 的 和 , : 

为 了 说 明 这 个 范畴 也 有 积 ,给 出 一 族 遇 射 ps 定 F> 互 , 令 

这 E(x) E x lpr) 
一 pr(ep) 对 所 用 了， 

且 定 义 如 宝玉 下 ,由 p(s)) 一 py( 友 给 出, 车 拇 一 gy 是 纤维 化 , 划 
多 也 是 ; 且 革 每 个 py 有 唯一 道路 升腾 , 幅 儿 也 有 . 因而 名 是 {名} 在 
有 唯一 道 略 升腾 的 纤维 化 的 范畴 中 的 积 ， 此 映射 g 称 为 映射 放 
{2 的 纤维 积 ， 在 82.8 中 我 们 将 对 它 较 详细 地 考 同 ; 

存在 一 个 类 似 的 范 暑 ， 其 对 象 为 坟 互 为 底 空间 的 徐 达 投射 ， 
其 态 为 交 效 三 角形 。 此 沙 时 有 和 有 限 和 及 有 限 积 ， 但 既 无 任 塌 和 又 
无 性 意 积 ， 事 实 上 ,对 乱 几 设 

ps: Rrx SxSx BX. 

由 

Pel es bi, 1, ta, 7) Oe 1) 
所 定义 ,部 例 8 所 渤 ， 风 族 {pwj} 在 以 下 为 空 间 的 要 到 投 的 共 
时 中 必 无 和 又 无 可 。 


§8 与 基本 群 的 关系 


在 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 化 中 ， 总 空间 前 基本 群 同 均 手 底 室 

间 的 基本 群 的 一 个 子 群 。 基 本 群 的 相应 的 子 铬 导 至 对 有 叭 一 道路 

升 对 的 纤维 化 的 分 类 ， 喜 实 上 ,我 们 可 在 下 节 中 看 到 , 基本 群 浅 子 

对 于 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 化 解决 了 升腾 问 芽 ， 本 节 考 虑 有 唯一 
道路 乔 器 的 纤维 化 的 总 空间 和 底 空 间 的 基本 群 之 间 的 关系 . 

类 蛋子 定理 2.1.14， 我 们 失 纤 维 化 的 局 部 性 质 开 始 研 

和 物 ， 


究 . 

1 引 理 说 多 一 了 是 纤维 化 ， 营 如 是 用 的 任 一 道路 分 
支 , 则 pA 是 如 的 道路 分 支 , 且 |4A, 4->p4 是 纤维 化 . 

证 明 因 %4 是 道路 连通 空间 的 连续 像 , 所 以 是 道路 连通 的 ， 
它 是 召 的 极 大 的 道路 连通 的 子 集 . 这 是 因为 , 若 w 是 B 中 的 道路 ， 
始 了 于 pA 中 ， 则 存在 中 的 升 肚 马 始 于 4 中。 因 4 是 加 的 道路 分 
始 , 故 如 是 4 中 的 道路 .所 以 =o 名 是 p4 中 的 道路 .因而 p4 
是 召 的 极 大 道路 连通 子 集 ， 则 由 定 再 工 才 :9, 它 是 妇 的 道路 分 支 。 

为 了 证 明 2|4:, 4->p4 有 局 伦 升腾 性 质 , 设 f 人 ;了 ->4 和 了 
了 x I>p4 是 映射 ,使 也 (y, 0) =pf*()， 因 为 是 绊 纺 化 , 豆 存 
在 映射 ,了 XI 使 poF' = 且 了 P'(y,.0) ey) ( 诸 枉 意 

YE)..F 一定 映 yxI 到 有 的 包含 天 '(y, 9 的 道路 分 支 中 ， 所 
以 FyX 了 D4( 对 席 有 有 力 , 且 玉 '， 了 XI>4 是 巨 的 乔 腾 ;使 
F'(y, 0) =f'().§ 
对 局 部 道路 连通 空间 ， 我 们 有 类 似 于 定理 2.1.20 的 下 过 结 
果 ， 它 把 纾 维 化 的 研究 简化 为 对 总 空间 和 底 空 间 道 各 连 带 的 纤维 
化 的 研究 

8. 定理 设 p, 如 >B 是 映射 车 思 是 局 部 道路 连通 的 , 唱 p 
是 纤维 化 ， 当 且 仅 当 对 本 的 每 信道 路 分 支 4，24 是 如 的 道路 分 
支 , 且 |4, 4->24 是 纤维 比 

证 明 营 p， 加 ->B 是 纾 维 化 且 4 是 思 的 道 胸 分 支 # 则 有 下 
理工 得 出 ,p4d 是 B 的 道路 分 支 , 且 P14. 4->p4 是 纤维 化 。 

为 了 证 明 其 道 , 设 站 了 -> 及 FP 了 xi 3%yB 是 使 Pty, 0) 一 
2 的 的 映射 设 {4i 是 如 前 所 有 道路 分 支 , 则 {4 诸 是 至 的 分 
高 的 天子 集 族 ， 设 杞 = 六 +(4i， 匣 {TD 是 王 的 分 离开 覆盖 . 
所 以 ,为 构造 FPF': 了 XI-> 吾 使 po 了 一 了 县 J'(y, 0) 二 六 人 y) ,只 医 
构造 映射 下: XI 对 技 有 才 合 po 了 4X 工 及 于; 全国 
一 六 人 即 可 - 

因为 了 (yx 了 包含 于 BB 的 外 人 Fy, 0)， 一 ay 的 的 入 请 分 赤 
中 , 故 基 24y 是 BB 的 道路 分 支 得 出 玉 (V XxX 了 Cp 和 忽 ( 对 丑 有 办 。 


“8 ， 


因为 p| 和 4 4 一 p44 是 纤维 化 ,区 存在 映射 现 , PTX 了 >4p 使 下 
一 了 VIxI 及 到 人 y， 昌 一 了 (9) (NyEVD， 所 以 有 同 伦 天 腾 
性 质 . 由 

因为 在 一 帮 外 空间 中 每 个 这 路 位于 其 革 个 道中 分支 之 中 ， 故 
和 效 . 

关于 有 了 唯一 道路 升 脸 的 纤维 化 的 主要 结果 报 括 于 下 述 命题 之 
中 。 

8. 引 理 ” 设 2r 究 -> 互 是 有 唯一 道路 并 腾 的 纤维 化 . 若 忆 和 
8 是 富 中 的 道路 ,使 oo 名 ) 一 @(0) 及 lococpoay 出 之 co 

证 明 设 了 ,IXI> 玉 是 只 pew 到 pow' 的 相对 于 1 的 同 伦 
I: FPO, Oo pO, Ph, D = pb. RO, DH ~ po(0) Rh 
了 (1, ) 一 pw(l1)]， 由 纤维 化 的 同 伦 升 几 性质 , 存在 贞 射 ,IX 
I3X, 便 疡 G0) -wm 信和 pF 了 则 POXDD 和 (XD 
分 关 包 含 于 pipe(0)) 中 及 p77pw (四) 中 ， 由 定理 2.2. 必 
抒 (0x 中 和 "(LX 刀 都 是 单 点 ， 因 而 了 是 相对 于 于 的 从 wm 到 
某 道 路 of 的 同 伦 , 使 of 人) wo) 及 po@" mp ， 国 w'(0) 一 
四 (0)， 故 从 乡 的 唯一 道路 升腾 性 质 得 到 w'ww"， 并 且 天 wa 
rel 于 E 匀 
K 引 再 8 推出 ， 洲 恩 仿 二 了 是 有 了 唯一 道路 无 腾 的 纤维 化 ,出 
在 字 的 基本 广 群 中 ,对 任意 两 个 对 象 名 和 名 ,gr 将 hom (fo, 5 
单 映 填 hom(p(50), Pp( 扣 )) 中 ， 特 别 地 , 洪 加 一 后 ,我们 得 到 下 述 
定理 : 

条 定理 讼 加 就 -各 是 有 唯一 道路 升 梧 的 纤维 化 ， 册 对 任 
意 的 细 E 筷 同志 

2 TW， 20) yn (及 ,eo) 


是 单 同 坊 ， 目 
这 个 结果 提供 了 把 有 陵 一 才 路 办 路 纤维 化 的 问题 化 简 为 关于 
其 本 群 问题 的 基础。 为 生 蒜 本 群 确实 可 代表 问题 中 的 空间 ， 我 们 
假定 牵涉 到 的 空间 者 是 连通 的 。 从 定理 2 得 出 , 这 对 局 部 道路 连 
。81 。 


通 空间 不 失 一 般 性 ， 

5 引 理 设 pp 实 > 四 是 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 化 ， 且 假定 
定 是 非 空 道路 法 通 空间 ， 若 如， 三 E 富 - 刚 在 三 -中 存在 从 见 (50) 
到 人 (2 的 道路 o 使 

nm( 定 ， 2] 一 有 tw Dem( 室 二) 。 
反之 ， 给 定 下 中 从 (20) 到 wi 的 道路 o 则 存在 点 乒 Epm(ma)， 
使 ， 
jp ( 窒 ， 和 5) 一 Da ( 宦 ， Ko)。 
证 明 为 证 明 第 一 部 分 , 设 写 是 全 中 从 各 到 名 的 道路 ， 则 
mw( 这 ， 0) 一 Nam (证 ， 2). 

所 以 Par (TY, 20) 一 oa Pir (YC, tH) 
从 前 2e6 是 从 jp( 品 ) 到 gC) 的 道路 . 

反之 ,在 耻 中 给 出 从 p(to) 到 如 的 道路 设 台 是 室 中 的 
道路 ,使 名 (0) = 名 及 p56 一 ,车 名 = 名 (), 则 

hp 1) pr )) 

pyn (全, 20). LD 
由 此 不 难得 出 下 述 结果 ; . 

6. 定理 设 p 定 > 玉 是 有 哈 一 道路 升腾 的 纤维 化 , 且 设 室 
是 非 空 道路 连通 空间 ， 对 moEp 实 ， 集 合 {pkm( 室 为)|zoE 
D1(80)} 是 (于 ,zo) 中 一 个 共 地 类 。 落 包 是 2 窜 中 从 go 到 邮 的 
道路 , 则 hw 映 w( 玉 ,zw4) 中 的 共 孝 类 到 (下 , v0) 中 的 花 类 ， 莉 

设 妈 祷 > 子 是 纤维 化 , 且 设 o 是 也 中 始 于 的 道路， 定义 
映射 了 ss p(w0) XI 了 > 了 使 了 ol， 有 一 w 提 , 且 设 各 多 20) 己 
室 . 则 0( 风 一 也,(&, 0) (对 于 ZEp-+(zo))， 由 的 同 伦 升 腾 性 
质 ,存在 映射 Gp ?ao) x 工 > 证 使 Go(Z 四 一 i 的 =%% 且 
pm Bo. 

现 设 p 有 唯一 道路 升 详 ， 下 面 证 明 从 p(xo) 到 p(w (DD))》 
的 映射 全 YG。(%， 少 仅 依赖 了 于 名 的 道路 类 ， 著 w/w 和 Gs 
D+(zo) XI 一 暑 是 映射 , 使 G86, 0) -天 及 2oGQL 一 加 则 对 任 
意 ZEp"?(mo), 置 和 2 是 补 中 分 别 由 名 的 一 Go(%, 们 及 多 D 
"B82. 


Tn 


th 


一 6 人 自 所 定义 的 道路 则 名 各 妨 于 名 且 
PO 一 和 

从 引 理 8 得 到 Ce 他 ， 于 是 怀 全 轴 一 Be (多 四 对 任 帝 5E 

Prtfeo)。 所 以 存在 完全 确定 了 的 连续 映射 

fra: po (0) p77 (0(D), 
由 foal5) 一 GE%， 少 定义 ， 其 中 全。 如 上 述 ， 显然 ,车 (了 D 一 
人 (的 ， 则 Fracyes = fon ftw. 

了 .定理 设 20o: 族 -> 及 是 有 叭 一 道路 升腾 的 时 维 化 ， 则 在 
在 从 盛 的 基本 广 群 到 撕 盾 空 间 和 里 射 的 范畴 的 反 变 林 于 ， 变 
2ZE 王 到 到 上 约 纤 维 ， 变 [o] 到 函数 六。 四 

对 每 个 [o], fw 是 同 胚 , 这 导致 下 述 推论 : 

8， 推论 其 多 袜 -> 互 是 育 叭 一 赴 路 井 腾 前 是 维 化 , 且 豆 是 
道路 连通 的 , 则 性 意 再 个 并 维 同 片 . 御 

车 下 是 道 缘 连 道 的 上 且 包 。 空 -> 是 有 阶 一 道路 升腾 的 纤维 
化 ,的 片 数 (或 PP 的 剖 数 ) 定 义 为 8"!( 区 的 基数 (由 推论 8, 它 独 
立 于 zEG 马 的 选取 )， 对 道路 连通 的 总 空间 , 重 数 由 共 辑 类 决定 如 
下 : 

9. 定理 设 罗 实 一 是 有 唯一 送 路 并 腾 的 时 维 化 , 且 设 旷 
入 是 非 室 道路 连通 空间 ， 基 2 人 0 证 ， 出 加 失重 数 是 Pam( 了 
20) 在 Ww( 且 ,D0)) 中 的 指标 . 

证 明 ”由 定理 9 x (Xp(20)) 从 为 轩 雪人 从 当 凶 作用 在 

(BC))》 上 ,， 俩 和 o[ow] 一 所 (本 对 二 EBPGeo))， 阁 久 ,和 所 
pi(p(z))， 设 总 是 吝 中 从 下 到 恩 的 道路 ， 则 [go Ex(X， 
p20)) 且 Be [p61] 一 各 ， 记 以 zs( 卫 , (8o)) 作 用 在 p19 (30)) 上 
是 可 迁 的 。 Zi 的 迷 向 呼 [ 即 m( 瑟 ，2(xo)) 中 保持 各 不 变 的 子 群 ] 
显然 等 于 0-z( 宣 , 知 ) ， 根 据 一 般 的 考虑 "存在 ptr( 立 ，z) 在 
克 ( 下 ,gf2o)y 中 的 右 障 集 集 合 和 23C2(2o)) 之 间 的 路 瑞 ， 量 

10. 例 对 n>2, 例 2.1.5 中 的 履 芝 趴 S">P" 有 重 数 2. 因 

”只要 群 G 从 布 边 可 还 地 人 不了 于 集训 者 上。 刘 导 出 在 市 的 迷 向 群 ( 对 任 间 
4E8) 敬 右 陪 集 的 集合 与 集合 点 之 同 的 双 肤 。 一 一 原 注 

9 


为 5" 是 单 连 通 前 , 故 天 (P7) 盖 中 各 > 习 . 

有 了 唯一 道路 弄 闫 的 纤维 化 办 部 -> 艺 称 为 正 别 的 ,车 并 中 给 
二 任意 闭关 路 w, 或 则 前 每 个 升腾 者 是 闭 的 ,或 则 没有 一 个 是 闭 
的 . 和 

了 于. 定理 设 p' 寞 -> 尺 是 表 叭 一 道路 井 腾 抱 纤 维 化 ， 典 轨 
是 正则 的 ， 当 王 仅 当 Jsm( 总 ，2o) 一 Pa (年 ， 为)， 只 美 g0(zo) 一 
Pm). . 

证 明 假设 是 正 划 的 , 且 设 忆 是 怎 中 在 生前 闭 道 路 ， 则 
已 是 92 的 闭 升 眉 ， 所 以 2 有 一 个 在 么 的 闭 升 腾 增 于 是 

[= [20] 一 pre[o 林 ， - 

下 以 Pam (Y, 0) CDam( 管 ， 二) ， 
到 为 名 与 各 的 地 位 可 互 换 , 故 
er ( 室 ，2) 一 2 证， 的 )。 


反之 ,车 
Be (证 ， zy) =P+T ( 室 CA] _ 

只 要 2(20) -Pp( 名 )， 设 o 是 下 中 在 PD(2%) 处 的 阿 道 路 具有 在 如 
处 的 闭 升 下 w, 于 是 
一 [eo] prt] Epar (KC, Ko) 一 Deor( 定 ,2 . 
所 以 在 生 中 存在 一 个 在 为 处 的 尿道 路 妇 使 得 poaeo。 车 二 
是 四 的 升腾 ,使 效 (0) 一 为, 则 由 了 的 唯一 道路 升 膀 性 贰 , 扩 0 一直 
所 以 纺 是 在 鲍 的 内 升腾 , 故 p 是 正则 的 . 上 

在 部 为 一 非 空 道 申 连通 空间 的 情况 下 ， 定 理 6 利 了 给 出 下 
述 结果 : 

13. 定理 汪 中 ,-> 素 是 有 唯一 道路 并 竹 的 纤 经 化 ， 三 各 
为 非 空 道路 连通 空间 ， 划 几 是 正则 的 ， 当 县 全 当 对 某 各 所 Yo 
则 kr( 训 20 是 严 (X，9(2o)) 乓 正规 子 群生 


。 84 升腾 河 题 


在 本 区 中 闸 明 基本 群 函 子 如 何 解 决 了 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 
8 


化 的 刀 腾 问题 ， 作 为 其 结果 , 基本 和 群 秀 子 提 供 了 覆 登 投射 的 分 区， 
这 将 在 下 节 山 讨论 . 
类 一 个 结论 是 ， 任 富 可 壕 空 间 到 一 托 维 化 的 底 室 亲 的 也 可 


升 将 . . 
主 . 引 理 设 D 加 一 如 是 纤维 化 ， 风 以 可 编 室 闻 到 明 的 性 一 
雇 射 , 洲 其 像 包含 于 必 ( 盏 ) 中 ,种 可 升腾 到 盏 ， 

证 明 设 了 是 可 缩 的 。 所 设 户 了 -> 百 是 映射 ， 使 JP 号 
(加 因为 了 古 可 缩 的 ， 帮 了 六 伦 于 了 到 (7) 的 某 点 的 常人 
陕 射 ， 了 (Z) cm)， 因 之 常 值 获 射 可 升腾 到 召 ， 册 司 伦 和 有 性 
大 站 尊 了 可 天 肚 到 加. 和 

因为 我 们 使 用 的 是 基本 群 阵子 ， 这 对 覃 基点 的 空间 考虑 天 有 
问题 时 将 表 骨 在 技术 上 较为 简单 ， 

2， 下 理 设 g( 访 ， o> (XY, 0 无 有 唱 一 道 政 升 族 的 六 从 
北 。 芝 加 是 卫 的 强 形 变 履 弦 孩 ， 则 插 总 吴 射 (Y, go 一 ( 什 ，z0) 
可 升腾 于 哄笑 (F, ge) 一 ( 访 ,30)， . 

证 明 谈 了 (7 go 一 (于, so) 是 一 肛 射 了 了 相对 于 加 同 从 
了 于 铝 值 喘 射 了 ->xo。 这 常 值 陕 出 可 淹 腾 于 常 什 歇 射 了 -> 和 由 同 
伦 逢 胶 性 中 ,了 可 升 扶 于 欧 东 产 了 -> 念 ， 使 得 产 同 丛 于 常 什 肌 身 
了 36, 其 章 伦 为 由 各 x 了 到 +z) 的 详 射 , ,因为 p77(ov) 没 有 非 
常 利 道 族 ( 由 定 再 2.2. 辣 , 喜 了 yo) 一 2. 四 

为 了 开 腾 可 第 空间 的 菜 些 遍 空 间 , 把 引 理 月 于 可 缩 空间 . 将 
某 一 空间 灾 示 为 可 缩 空间 的 凋 窑 间 的 通常 途 各 兹 证 明 它 是 其 道路 
空间 揭 关 空间 。 给 定 yoE 了 ， 才 路 空间 卫 (Y, go) 是 连续 映射 os 
(I, D>{Y, go) 组 成 的 空间 ， 由 紧 至 开拓 扑 给 出 拓扑 、 则 有 函数 
vw POY, 弛 了 由 po) =e 所 宇文. 荐 可 滤 了 的 一 开 集 
踊 

pI ls = {owE PY so(D ED 
是 了 (JF, go) 的 开 集 ， 所 以 pg 连续 . 

8. 引 理 在 的 处 的 党 便道 路 是 道路 空间 PIF，810) 的 强 形 

变 收 缤 核 ， 


5 。 


证 明 到 在 如 处 的 常 值 道路 的 强 形变 收缩 了, PCY, gv) x 了 

>P[E go), 由 下 或 定 义 
Fo 站 的 一 (对 站 的， 人 (EPE yo)st, HEL. ) 攻 

我 们 证 明了 多 是 可 缩 道路 空间 PCY, yO) 到 了 的 连续 映射. 
车 了 古道 牙 连带 的 , p 显然 是 满 的 。、 如 果 了 还 是 局 部 道路 连通 
的 , 刚 下 述 定理 说 明 P 是 商 投射 . 

和 定理 连通 局 部 道路 连通 空间 卫 是 其 着 路 空间 P(F，go) 
在 映射 9 下 的 商 空 间 . 

证 明 我们 知道 p 是 过 壬 的 ， 且 因为 六道 局 部 道路 连通 空间 
是 送 咯 这 道 的 , 所 以 是 满 航 。 为 了 完成 证 明 ， 只 名 证 明史 是 开 
跌 射 即 可 ， 设 wEP(Y, go) 及 厂 二 门 《Ks UD 是 的 邻 域 ,其 


中 下 ;在 了 中 是 紧 致 的 , 且 UU 在 Y 中 是 开 的 ， 我们 校 举 这 些 Ki， 
使 对 某 个 0<&h<n, 存 1€FKiN… [中 Ks, 且 1EKmiU…UK,, 因 
为 (DD EN 几 … 则 0 帮 存在 ad 的 包含 于 Dimn…nzx 具 的 
道路 连通 令 成 了 。 选 到 0<#<1T 盎 得 
囊 , 卫 站 (EU 下 一 多 
且 ott, 1D) EP. 
为 了 完成 证 明 ,还 应 证 p(T) 二 记 . 设 YET, 且 设 w' 是 广 中 
从 wm ) 到 六 的 道路 ;定义 名 .了 > 了 ,由 
局 的 CO 动 
的 二 4 Ger<t<D9 
疆 由 ,对 5>h 6(RD=wlRKD CT 对 i 局 
a(E) ~H(EKN I, 11) USE Fe’, 11) 
ColKD Uo DE UY =U, 
所 以 中 所 本 和 mp(@) = 久 。 从 而 pH 二 玉生 
综合 上 列 结果 ,得 下 述 结论 , 称 为 升腾 定理 . 
5. 定理 设 加 (这 ,人 i) 王 ( 玉 , 0) 是 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 
和 9 严 检 来 说 , 此 处 应 限制 在 + 一 1 时 #<1， 因 此 证 虹 而 连续 无 法 注 粘 结 引 班 , 露 
要 在 (一 的 谨 点 直接 证 明 。 推 导 是 抑 长 的 , 企 没 有 实质 的 困难 。 一 一 译注 
.386 ， 


化 . 设 王 是 连通 局 部 通路 连通 空间 , 则 贞 射 户 《三 ,gay 一 (五 ，zo) 
疹 升 腊 ( 了 go) 一 (部 各) 的 充分 必要 条 件 是 : 在 下 K 导 45) 中 
Fr (FY, Yo) Cons ( 室 ， Zo). 
证 明 车 启 (7, yo 下 (位, to) 是 了 的 升腾 , 则 了 一 pe 户 , 且 
fur (F, yo) = pef hsm(F, yo) Cpr {EC, ho) 
这 证 明 条 件 是 必要 的 ， - 
现在 来 证 明 条 告 也 是 充分 的 ， 从 引 理 3 及 2 推出 ,着 oo 是 在 
如 的 党 值 道路 , 则 合成 
CC 网 ， 凤 号 (7 yo) DF, oo) 
可 升腾 于 映射 了 《P{P,，go)， oo 一 ( 衬 , 各) ， 我 们 来 证 明 ,车 
few (F, #0o) Cp4r (TE, Eo), 
且 车 9, wo'EP(T, go), 使 (ao 一 pb), 则 了 lw) 一 Fo 设 书 
和 和 可 分 别 是 了 (Y, go) 中 从 oo 到 中 和 o 的 道路 ,由 互 的 (的 一 
ob] 和 加 的 (的 一 of 人 it 定义 则 了 o3 和 ow" 分 别 是 主 中 内 
吕 到 了 (wo) 和 了 (eo) 的 道路 ,使 
Pemaf op fon, pofo0' fo 
因为 oxw 人 + 是 了 中 在 各 的 闭 道路 且 fan (了 ,go) Cosm( 室 ,各 )， 
故 存在 位 中 在 名 的 闲 过 路 台 使 得 
(foo) lf ot) tego. 


于 是 _ ~ 
po (fot =fow~ po) fa’) 


一 De (Or (Fo6)). 
由 引 理 2.3.8， 关 6 之 wr (了:w)， 特别 地 ， 了 eo& 的 笑 点 了 (wo) 和 
了 om 的 终点 (ow) 相同 . 
从 混 得 出 , 有 个 画 数 JP (了 ， yo)->( 储 ,30), 使 Fop = 了 再 应 
明定 理 出 可 知 疡 是 连续 的 、 因 为 
pof'og— pf fop, 
且 9 是 满 映 , 攻 pef'=f， 所 以 , 广 是 了 的 升 器. 划 
设 和 多 吾 > 召 是 纤维 化 、 包 的 一 个 截面 是 歇 射 s B> 如 ,使 
zes 一 la( 这 样 ， 惟 而 是 沁 的 右 道 )， 容 易 击 同 伦 升 肚 作 质 推 知 ， 存 
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在 的 截面 ， 当 上 有 仅 当 [ 寻 在 同 伦 沙 畏 中 有 右 逆 。 因为 截面 是 沪 
同 映射 BCB 的 弄 葡 , 故 卡 述 推论 是 定理 5 的 直接 铺 果 . 

8. 锥 论语 到 ( 京 ，m)->( 开 om) 是 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 
人 中. 过 下 是 连通 局 部 道路 连通 的 空间 , 则 丰 站 四 的 项 面 (有 加 
一 (六 io) ,当时 仅 当 2omK 训 ,各 ) 一 of 了 so)， 目 “ 

7 了， 推论 设 p， 慎 -> 革 是 有 唯一 道路 并 腾 的 纤维 亿 ， 若 交 
是 非 空 过 路 连 过 空间 , 且 尺 是 连 道 届 这 着 路 过 过 香 , 则 是 靖 且 ， 
当 且 仅 当 对 某 个 各 包 谍 ，pyw( 实 ， 20) 一 和 (飞人 oo)》 

证 明 闭 罗 是 同 胚 ， 则 gs 证，io) 一 XI (Ko))， 反 之 ， 
车 pyw (全 ,zo) =w( 了 了 ,pj(20)), 则 由 下 玩 2.3.D 包 是 到 县 、 由 扒 
论 6, 它 有 连续 的 有 道 。 所 以 2 是 问 脆 . 目 。 

著 色 室 -> 六 .是 覆 杰 乒 射 , 京 是 道路 演 通 的 风 加 是 同 胜 的 况 
分 必要 条 性 是 gsx( 定 ， 2 一 本 ( 王 ， 风 人) 人 对 某 个 积压 部 ) 。 这 
个 关于 基本 娠 竟 条 件 北 渔 罗 是 取决 , 且 由 下 理 2.4.8 和 2.1,7， 史 
是 开 评 射 ， 内 而 对 于 履 益 投射， 推论 7 的 成 闷 可 不 必 假定 互 是 局 
部 道路 连通 的 、 对 于 有 唯一 首 政 升 由 的 红 维 化 , 潜 达 不 是 局 部 道 
路 连 题 表 这 并 不 成 立 ,因为 耻 一 害 是 天 了 和 : 以 下 的 例子 说 明 

了 这 点 : 四 

如 例 没 下 是 部 ?的 子 空间 , 定 只 沪 个 集合 之 并 ， 

出 到 r=, -2<y<1h 
fo WIS, gm 一 3 
本 DL, 20 


吕 


4 mi Y | < 和 


有 - 如 图 8 所 示 . 
FE 息 全 东兴 开 谎 段 [0， 仿 ， 
a 0 把 [0, 全 线 以 
”我 到 哉 上 ,fl, 居 线 攻 映 到 好 
[oe 区 0 上 ， 本， 引线 此 了 呈 到 如上， 
” [8, 4 同 且 对 :4 上 ;把 喘 双 


39 ， 


(4 -5 sn)】， 则 实 和 三 是 道路 渗 通 的 , 且 p， 们 > 了 是 


在 唯 一 道路 升腾 的 纤维 化 。 然而 不 是 同 胚 , 尽管 证 与 于 都 是 
单 连 酒 的 . 

对 于 道路 连通 空间 。 决 定 底 空 间 药 一 个 开 的 道路 连通 子 集 是 
否 被 一 纤维 化 所 节 均 覆 受 ,升腾 定理 提供 了 下 述 判别 法 则 . 

9. 引 理 设 p， 祷 > 下 是 有 哈 一 道路 升腾 的 纤维 化 ， 设 证 
和 于 是 局 部 道路 连通 的 , 且 设 口 是 五 的 连通 开 子 集 ， 出 口 被 P 
平均 碟 倒 , 当 且 仅 当 好 中 的 闭 道路 在 这 中 约 性 一 升腾 是 阴道 路 . 

证 明 车 吕 波 平均 覆 释 ,是 性 是 (DUD) 中 的 道路 , 则 性 是 
2T(E) 的 某 分 区 六 中 的 道路 。 由 引 理 2.1.13, g 映 依 同 胚 于 忌 。 
所 以 ,着 ze 是 芯 中 的 闭 道 路 , 扫 则 是 立 中 的 闲 道 路 ， 从 而 条 件 
是 必要 的 . 

这 条 和 后 也 是 充分 的 。 因 为 在 zaE 末 及 各 Epou， 由 于 候 
设 避 的 在 ms 的 闭 道 路 的 任 一 升腾 是 仿 中 的 闭 道路 ， 这 获 酒 在 
呈 王 ,oo 中 有 


dsmCU, vo) Cper(Y, Zo), 

其 中 台 (0 四 C(X, rxo)， 由 定理 包 存在 的 升腾 旋 : (UU, aor 
一 (全 ,50)。 由 引 理 2.2.4 由 道路 连通 集合 组 成 的 族 { 襄 (D) | 加 
E pLzo)} 是 分 离 的 ， 我 们 求证 明 其 并 集 等 于 p+(0)，、 若 5E 
910), 设 w 是 口中 内 p( 扣 到 6 的 道路 , 且 设 省 是 名 的 升腾 ,使 
00) =#， 则 外 (DD Egoo)， 且 众 而立 是 dow (0) 中 的 道路 从 _ 
而 ZE 误 a( 吕 ), 且 人 < 如 D120Ep"izo)} 是 把 2rx(D) 划分 成 道 
路 连通 集合 。 因为 grYKZD) 是 开 的 ， 且 全 是 局 部 道路 连通 的 ， 堵 
该 (加 对 每 个 各 ED-+(wo) 在 证 中 都 是 开 的 显然 , 是 从 经 (DD) 
到 如 上 的 同 肥 (对 每 加 Ep"+《eo))。 从 而 可 被 2 涵 均 樟 要 和 

空间 耳 称 为 半 局 训 单 连通 的 ， 基 每 点 zoE 节 让 邻 谍 轧 ,使 
(NW, zo) >wm (于 ,m0) 是 退化 的 . 

0. 定理 ”每 一 个 有 唯一 道路 升腾 的 时 维 化 ， 其 底 空 间 是 局 


间 原 六 为 【村 -3 各 也 二 以 有 良 . 一 评注 


»89. 


部 道路 连通 旦 半 局 部 单 连通 的 ,其 总 空间 是 局 部 道路 连通 的 , 则 筷 
是 一 个 绑 青 投 夺 . 

证 明 从 事理 9 及 半 局 部 单 连通 的 定义 得 出 底 空 间 每 点 有 一 
开 妆 域 被 此 纤维 化 平均 覆 释 . 目 


§5 覆 全 投射 的 分 类 


本 节 和 包含 在 一 个 连通 局 部 道路 连通 谨 空 间 上 秦汉 投 射 的 分 
类 ， 这 基于 升腾 定理 ， 并 化 为 材 生 投射 与 其 底 室 间 基本 群 的 相应 
子 群 的 共 元 的 等 价 性 问题 ， 本 节 大 部 分 用 于 构造 相应 于 底 空间 的 
基本 群 中 给 定 的 子 群 的 材 关 投射， 
设 卫 是 连通 空间 。 于 的 连通 恬 妆 空间 范畴 以 覆 全 投射 
人 袜 -> 互 为 对 象 , 其 中 训 是 连通 的 ;其 杰 为 交换 三 角形 - 
富 ; 一 全 > 这 。 
AN 
my a 
车 了 是 局 部 道路 连通 的 , 且 p: 祥子 是 这 范畴 的 一 个 对 象 , 则 由 
引 理 2.1.8, p 是 局 部 同 肽 , 且 证 也 是 局 部 道路 迷 道 的 。 下 面 证 
明 , 在 此 情况 下 ; 这 范 旺 中 每 个 态 是 覆 登 投射” 
1. 引 理 在 一 连通 局 部 道路 连通 空间 的 连通 徐 丰 空间 范 时 
中 ,每 一 态 自 身 是 重音 投射。 
证 明 “考虑 交换 三 角形 
全 ,一定 ， 
Be 加 
其 中 pi 和 ps 是 覆盖 投射 ,了 了 是 局 部 道路 连通 的 。 从 推论 2.1.13 
得 出 ,车 了 是 满 冉 , 则 了 是 覆 莹 投射 
因为 部 是 连通 旦 局 部 道路 连通 的 , 所 以 它 是 道 政 连 通 的 ， 设 
天 GE 室 ; 及 操守 是 任意 的 , 且 设 5 是 证。 中 从 Fo) 到 各 的 道 
由 严格 来 说 ， 是 者 作为 态 的 上 上 述 交换 三 角形 由 的 六 和 >2o 而 非 老 六 点 。 
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路 、 因 为 ps 是 纤维 化 , 故 完 ! 中 存在 始 于 多 的 道路 如 使 
P11 = Par Va, 
因 pos 有 了 唯一 道路 升腾 , fo 全 Go， 所 以 
Ff 61D)) =0(D) ma. 
这 证 明了 了 是 漠 映 . 目 

下 一 个 结果 解决 了 这 样 的 问题 : 在 什么 情况 下 , 在 了 的 连通 
徐 准 空间 范畴 中 从 一 个 对 象 到 另 一 个 对 象 存在 态 . 

2. 定理 设 prs 久 > 也 及 Jo: 定 p-> 立 是 一 连通 局 部 道路 连 
通 空间 及 的 连通 禾 称 空间 范 畸 中 的 两 个 对 象 ， 则 下 列 各 条 是 车 
价 的 ， 

(8) 存在 禾 生 投射 这 :> 字 ,使 pof 一 DD。 

(bh) 对 所 有 使 用 (的 ) 一 p() 的 后 忆 冠 | 和 袍 s, pia (这 1， 

侣 ) 在 qr( 革 ，Pi( 乓 )) 中 是 共 朱 于 posm( 宣 0， 罗 ) 的 子 群 ， 

(0) 硼 在 名 E 定 各 完 s 使 pi (1) 一 go (iy)， 且 iam (1， 

人 0) 在 zz( 克 ,了 (后 )) 中 是 共 冰 于 pos ( 定 9， 冤 ) 的 子 群 . 
证 明 (a) 一 (b) 给 定 记 这 > 证 使 paof 一 2， 若 写 忆 全 
及 各 GE 使 (3) 一 paz), 则 
Pi#T (部 她) 一 Dotofam( 定 1 i) 
Cporr (Ts, f (0)). 
因为 了 (2) 和 名 都 在 po: 礼 > 的 同一 个 纤维 中 , 由 定理 2.3.6 
得 出 ,pagm( 生 ,了 (2)) 和 pase ( 先 s， Z2s) 在 w( 玉 ，p (8)) 中 是 共 
因 的 ， 

(bp) 一 (0) 证 明 是 平凡 的 . 

(=(a) 设 加 EE 这 及 加 ER 使 p(t6) 一 po(5s)， 自 grnr 
(这, 0) 在 w( 芳 ,px(24) 中 共 锯 于 pasw (证 s, 23)， 由 定理 2 8.6, 
存在 点 怠 Es, 使 Zo( 苔 ) 一 各 (Go)， 并 使 

名 #75 证 1 各) Coosor( 室 s， 的 ) . 
因为 室 ; 是 连 道 局 部 道路 连通 空间 ， 故 升腾 定理 殖 涵 使 ze7 = 
的 映射 J ( 必 , 名 )->( 芝 名) 的 存在 . 目 
8. 推论 在 连通 局 部 道路 连通 空间 互 的 连通 各 委 空间 范 哮 
* 红 。， 


字 两 对 象 委 价 ,当下 仅 当 它们 的 基本 群 [ 基 志 在 下 上 的 音 点 相同 》 
号 到 于 的 (在 这 点 的 ;基本 群 的 互 柏 共 辐 的 子 群 . 目 
下 面 给 出 两 个 例子 ; 
全， 因为 (89) 之 名 的 每 个 非 平 几 子 祥 是 无 限 循 环 的 , 则 由 推 
论 3, 每 个 连通 材 秋 空间 全 ->51 等 价 于 ov， 及 -m51 或 里 射 > 
把 * 变 成 2( 对 某 个 正 整数 吃 。 “ 
二 对 mw>>2，mfP9D 一 Go 且 每 个 连通 覆 琶 空间 证->P" 等 价 
于 双 层 覆 秋 gr >P" 或 平凡 村 到 "cP" 
连 脖 空间 下 的 一 个 万 有 槛 普 空 间 是 工 的 连通 覆 登 空间 范 畦 
咎 的 一 个 对 象征 立 一 开 , 使 对 此 范 畸 中 的 任意 对 象 好 定 一 三 ,有 
一 态 
人 
MN 
在 此 范 随 中 **， 下 述 结果 易 由 定理 2 及 推论 3 得 出 . 
6. 推论 一 个 连通 局 上 妆 道 路 束 通 空间 的 两 个 万 有 了 巷 生 空间 
是 革 价 的 目 
另 一 结果 也 从 定理 2 得 到 . 
了 .推论 一 个 连 道 局 部 道路 连通 空间 于 的 单 思 通 复生 空间 
是 王 的 万 有 秦 闪 空间: 轩 
把 开 的 连 明 权 双 空间 的 比较 化 为 互 的 基本 群 的 相应 了 于 群 的 
比较 后 , 我 们 来 解决 了 的 基本 群 的 哪些 子 狼 对 应 于 柳生 空间 ， 这 
就 需要 圾 造 覆 橙 空间 ， 设 下 是 一 空间 , 设 多 是 王 的 开 驯 盖 ， 若 
moEE 开设 (多 大 是 亚 ( 王 , zo) 的 子 群 ,由 形 如 (wrw) roo- 的 
闭 间 路 代表 的 同 伦 类 生成 其中, ar' 是 闭 道路 ,位 于 到 的 某 元 素 
中 , 且 @ 是 从 mm 到 of0) 的 道路 ， 窜 易 验证 下 列 命 厦 ， 
9 在 一 些 训 南 中 ， 万 到 普 丕 空间 就 定 从 为 单 连 通 的 笋 得 空间 。 节 本 书 所 指出 ,这 
两 种 定义 并 不 完全 重 含 ， 另 外 ，, 这 个 定义 中 把 提 射 乡 叫 作 “ 空 间 ”， 下 文中 也 常常 把 作 
为 投射 的 万 有 村 又 护 疙 空间 的 万 有 覆 杰 空间 混为一谈 ， 如 又 说 是 此 苑 驻 的 对 象 
(笨蛋 投射 ), 又 说 足音 连通 的 {空间 }。 我 们 无 法 逐个 严 椅 化 ,只 好 原文 原音 。 请 阅读 
时 注意 加 出 区 分 ， 一 一 译注 
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BB. 若 六 是 玉 的 开斋 妆 加 弗 名册 CY v0) Cx 入 vo), 下 
8. sf 和， wo) 是 ww( 尺 ,zo) 的 正规 子 群 . 自 
10. 若 届 是 正中 的 道路 , 列 
和 om(2 CD) 一 of 有 of0)). 四 
群 "(入 ,zo) 同 颖 一 投 射 的 关系 由 以 下 结果 说 明 , 
11. 引 理 设 p， 写 > 下 是 眉 合 投 午 ， 且 设 久 是 至 的 开 逆 
总 ,由 所 有 被 轨 圩 玖 窗 全 的 开 集 组 成 ， 划 对 任意 6 扬 定 ， 
oY, PAO)) Spm (EK, Ho). 
证 明 车 wy 是 闭 道路 ,位 子 多 的 某 元 素 中 , 则 由 引 理 2.4.9， 
wo' 的 任 堂 升 隆 是 定 中 的 闭 道 路 。 从 而 任意 形 如 (osa*aw 开 的 道 
路 可 升腾 到 闭 道路 ， 其 中 是 位 于 色 的 某 元 素 中 的 闭 道 路 [ 亦 
即 : 着 用 到 (6m22)x6-1 其 中 信和 如 分别 是 和 的 适当 升 团 ]. 
从 而 (入 2 人 0) 的 任 一 元 素 青 一 代表 ,可 升腾 到 在 铝 处 的 闭 道 
路 .站 
下 这 定理 标志 岂 哪 些 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 化 是 戏 乔 投射. 
但. 定理 设 加 郭 > 忆 是 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 化 ， 其 中 
下 和 室 是 连通 局 部 道路 连通 空间 ， 则 几 是 长 套 授 射 ， 当 且 仅 当 
下 有 一 开 稚 盖 多 和 一 点 和 所 使 
vw (YW, 2 S per (YT, mo). 
证 明 车 yp 是 窗 秋 投射 , 则 从 引 理 11 直接 得 出 结论 。 反之， 
车 有 这 样 的 开 枚 蔓 多 和 点 各 和 部 则 从 命题 9 和 10 得 出 ,对 任 党 
点 动 E 训 , mr( 过 ,2( 的 )) Cpam5 瑟 ， 鸡 )、 应 用 引 还 2.4.9, 得 出 多 
的 任 痊 元 素 被 pn 平均 要 委 . 时 
引 理 世 给 出 对 (下 mm) 的 一 个 子 群 对 应 绪 倒 投射 的 必要 条 
件 ， 下 一 个 结果 则 证 明 这 必要 条 件 也 是 充分 条 件 ， 
13. 定理 设 闷 是 速 通 局 部 道路 连通 室 间 , 且 设 io 全 下 . 设 
吾 是 zz( 衬 ，2o] 的 子 群 , 且 假 没 存在 下 的 开 巷 盖 吧 使 和 天 ( 史 ap) 
到 百 ， 则 地 在 利生 投射 入 【 窟 ,如 )-( 吾 ，20) 使 
DIT 证， zo) = 有。 
证 明 ” 候 没 这 样 的 覆 肥 投射 存在 , 生 进 一 步 假 设 空间 定 是 道 
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路 连通 的 ， 则 ( 互 ，zo) 的 道路 空间 的 投射 加 《PT，z])，oo)- 
( 斑 , 20) 可 升 匡 为 映射 PP， (PC 于 ,x0)，w0)>( 社 ，zo), 它 是 个 洲 
里 ， 车 和 w' 是 了 (于 ，so) 的 元 素 , 则 Zi) 一 g 人 《wo) 当 且 仅 当 
9 一 pg(0) 呈 [ere] Epxer( 代 ,Zo) 一 及， 靳 以 , 对 于 道 路 并 
通 的 帘 存 在 在 京 的 点 和 ( 互 ， oo) 的 等 价 类 间 的 一 一 对 应 ,此 等 
价 关系 是 ， 著 (DD 一 offD， 则 等 价 于 几 、 且 [orer 习 E 吾 . 
《 吾 是 巴 涪 , 便 北 涵 了 这 是 个 等 价 关 系 )。 从 而 自然 会 想到 试用 
卫 ( 王 ，z) 的 那 节 等 价 类 的 集 台 作为 全 并 且 给 以 适当 的 拓扑 、 我 
们 可 以 着 季 于 了 P( 卫 ,mo) 的 紧 臻 开拓 扑 , 且 用 等 从 类 集合 上 的 商 拓 
外 -全 六 并 不 对 等 人生 信和 岂 条 守 呈 全 闪 加 同人 


我 门 考 磋 卫 中 始 于 mm 的 全 体 道路 的 集合 。 著 w 和 几 是 丙 
个 这 种 道路 , 置 or~vao' 著 olD 一 er， 且 [wrw]E 开 ,这 是 
个 等 价 关系 , 时 名 的 等 价 灿 记 为 《mw>， 设 蛙 是 等 价 类 的 集 台 ,网 
存在 函 元 和 里 > 也 使 p(Kw>) =- 人。 和 若 台 是 互 的 开 子 集 , 玉 
是 六 二 mm 且 次 点 在 厂 内 的 道路 , 则 以 《ay 如 > 记 访 前 子 集 , 由 
所 有 形 如 osau' 代 几 的 等 价 类 组 成 ， 其 中 心 是 口中 始 于 (1) 的 
道路 . 

我 们 来 证 明 , 族 {Co，59} 是 语 虐 的 -个 折 折 的 基 。 车 <o7> 
Eke, D>, 风 of 一 oo' 对 位 于 号 中 的 某 道路 wo"。 著名 是 口中 
始 于 人 D 的 任 一 道路 , 则 

OG (Os) oO (0 OD) , . 
这 证 明 ko U3CLo, 达 ， 因 oa 一 erro' 下 <o>E《o5 U9, 同 
祥 的 论证 给 出 《<%, UCLe', >， 只 而 <o, 0>~*w' D>， 所 
以 , 车 omEko，Dnio CO, 风 WL", UNUYEK, DN 
《ey DY， 所 以 旋 {<w, D>} 是 部 上 的 一 个 拓扑 基 。 

设 对 礼 纵 以 1<w，5>} 为 基 的 拓扑 则 也 连续 : 这 是 因为 
车 p(《e)) EDU， 则 pfKo，I)cD，2 也 是 开 跌 射 ， 这 是 几 为 
(<o， 了 为 显 热 等 于 可 的 包含 etd) 的 道路 分 支 , 且 因 为 六 是 局 
部 道路 连通 的 ,所 以 这 是 开 的 。 
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设 儿 是 忆 的 开 政 盖 ， 使 严 ( 和 ， ao) 一 吾 ， 且 没 太 是 六 的 开 
的 道路 连 道 子 集 , 包含 在 多 的 某 元 素 中 。 我 们 来 证 明 , 矿 被 2 平 
均 禾 普 , 这 将 巷 涵 p 是 客 全 投射 

车 人 >EpP), 则 人 CoO) 集合 {< 下) 1K 
Ep )} 是 开 的 , 且 其 并 集 等 于 pV)、 若 《6 PY 由, T 
¥ 设 Co'>EKwo, FYNKo' VY, 则 人 DY~kw, FF 且 
《on", 一 《oo 用。 从 而 这 些 集合 fo，P>|4ey Ep-x(F)} 或 
出征 此 重合 , 或 则 分 离 ， 为 证 明 六 被? 平均 槛 乔 , 只 要 证 明了 把 
矢 集 合 《o， > 双 映 于 了 上 即 可 (因为 史 已 证 明 是 连续 的 且 是 开 
映 身 ， 车 vsET, 设 w 是 矿 中 从 ow 中 到 的 道路 ， 则 《own 
EXw, 了 PY, 且 p(Keore'》) 一 oz， 这 证 明了 是 满 觅 ， 假 设 

Pr plscay. | 
则 由 一 oa 人， 于 是 (ovotys(oxao) 二 是 下 中 在 ao 的 闭 道 
路 。 也 有 
[or sfosaa) 1 = [oon (esowa!)) sw], 
因 wwweoz! 是 术 中 的 道路, 且 VY 包含 在 多 的 其 元 素 中 , 所 以 
[lx lonewad) ] co] EC 和 oo) 王石。 

从 而 own~axeos 且 《arr 一 《osas>， 这 证 明 忆 是 单 上 防 ， 

我 们 已 证 明了 2p， 代 > 耶 是 收受 投 射 ， 记 各 = 《aio>, 其 中 on 
是 互 中 在 四 的 常 值 道路 ， 负 下 沫 的 只 是 验证 pw( 令 , 翅 ) 一 豆 - 
为 此 ,我 们 需要 对 于 他 中 始 于 m 的 省 路 的 升腾 有 一 个 明 浙 的 表 
示 . 设 四 是 辫 中 始 于 wo 的 道路 对 #E 碾 定义 总 中 一 个 始 于 各 
的 道 族 oo 由 ol =a (8) 给 出 ， 设 总 天 > 全 ,由 各 (六 一 ai> 定 
义 ， 我 们 来 证 明 训 是 连续 的 ， 车 名 (0) Edo 下 则 p52(i0 一 
of) ED 有 HCo', 如 > 一 Low DD， 设 订 是 工 中 信 一 开 区 间 包 合 
to 使 of) 三 D0， 车 EN 则 wriowreowis 其 中 coiwr(2) 一 (如 
二 人 一 下) 所 以 ,对 3E 仙 

GO =L0 = E Co, UO = Lm’, DY. 

从 而 总 是 连续 的 进一步 , 6 信 一 (了) = 提供 而 名 是 的 
升腾, 始 于 总 (0) 一 加 ,终于 QT) 一 人 >。 


* 由。 


车 [0] EH, 凡 eo, 且 《w> 一 2 加， 所 以 的 如 上 构造 出 米 
的 升腾 己基 定 中 在 名 的 闭 道路 这 证 明了 互 Cprw( 宝 ,zo). 田 
一 方面 , 若 名 是 信 中 在 各 的 闭 道 路 , 且 2 一 0 命名 是 宝 中 上 
述 构造 的 道路 、 因 为 各 是 上 的 给 于 和 的 升腾 , 划 内 多 的 唯一 道 聊 
升 及 得 出 和 一 名. 所 以 溃 (全 一 他 介 = 名、 因为 (DD 一 人 > 所 以 
amr, 这 证 明了 pr ( 们 , zo) 二 HH 上 

空间 并 半 局 部 单 连通 ( 定 义 在 $2.4 中 ), 当 生 仅 当 充 在 下 的 
开 效 伍 多 使 (人 ao) 一 0， 从 而 有 下 述 结果 : 

了 4. 推论 连通 局 部 道路 连通 空间 尽 有 音 连 通 蕊 受 空 间 , 当 
且 仅 当 立 是 半 局 部 音 连通 的 目 

从 推论 14 和 6 以 及 定理 3 可 得 到 下 一 个 结果 ， 

15. 推论 ”一 个 连通 局 部 过 路 连 遂 半 局 部 单 连通 的 空间 的 任 
一 万 有 蓝本 空间 是 单 连 道 的， 是 

并 和 非 每 个 连通 局 部 道路 连通 空间 都 有 万 有 覆 悉 空间 ， 下 而 给 
出 两 个 例子， 

16. 工 统 球 的 无 限 积 没有 万 有 着 盖 空间 . 

7. 设 互 是 本 的 子 空间 , 等 于 圆周 0,(n> 轿 的 并 , 其 中 OC。 
的 国 心 为 { 荆 ，0) 半径 为 工 。 则 下 连通 局 部 首 除 入 和 肖 , 但 没有 
万 有 覆盖 空间 . 

一 个 连 道 局 部 道路 连通 空间 有 非 单 连通 的 万 有 效 琶 是 可 能 
的 . 下面 提 供 一 个 例子 . 

18. 讽 设 了 是 以 鲁 二 7 的 空间 了 为 底 的 锥 形 ， Y1 可 想 
象 为 BB? 中 联接 子 的 点 与 点 (0, 0, 切 的 线 段 的 集合 羽 , 设 扩 是 
下 的 记 有 回 相 多 的 点 ， 设 (Ys， gs) 基 与 证 1，4#) 相 间 的 另 一 个 点 
标 空间 ， 设 2~ 了 YYs， 出 名 是 连通 且 局 部 道路 连通 但 不 单 连 
通 的 ( 见 第 工 章 习题 G.7， 一 个 从 了 : 到 了 在 流向 后 和 向 前 摆动 
绕 圆 0, 的 闭 道路 非 罕 伦 ) 。 然 面 , 了 xz 和 了 s 两 个 都 是 各 的 闭 可 缩 
子 集 ， 由 升腾 定理 , 这 两 个 细 可 升腾 到 2 的 任 一 效 盖 空间 , 使 得 


中 和 线段 上 全 体 点 的 集合 。 一 一 译注 


96 。 


妇 被 随意 升腾 且 gs 被 贿 意 升腾 。 所 以 以 乡 为 底 的 任 一 覆 疼 投身 
有 有 截面， 这 得 出 乡 的 任 一 材 关 空间 同 且 于 纪 

在 一 面 定 的 道路 连通 底 空 间 上 具有 了 唯一 道路 升腾 (并 具有 道 
路 连通 的 总 空间 ) 的 纤维 化 范畴 中 已 存在 一 个 万 有 对 象 ( 即 一 个 对 
象 , 它 到 此 范畴 中 任意 其 它 对 象 有 态 )， 我 们 来 提出 这 个 事实 的 证 
明 . 设 工 是 道路 连通 空间 , 具 设 名 (了 ) 是 拓扑 空间 族 ; 这 些 拓扑 
空间 所 基于 的 集合 是 了 同 了 的 基本 群 的 某 子 群 的 帮 陪 集 集合 的 
乘积 ， 册 定理 2,3.9 可 得 , 任意 以 了 为 底 空间 且 总 空间 道路 连通 
的 纤维 化 等 价 于 一 纤维 化 寅 > 蔗 , 其 中 证 E48). 因 人 2( 革 ) 是 
个 集合 , 则 有 唯一 道路 升腾 的 那些 纤维 化 衬 > 子 构成 一 集合 ， 其 
中 证 是 涩 (五) 中 的 道路 连通 空间 ， 我 们 可 以 形成 这 个 集合 中 的 
纤维 积 ( 如 52.2 中 ). 这 皇 纺 职 即 是 所 希 的 有 只 一 道路 升腾 的 刀 
有 的 纤维 化 。 

车 工 是 连通 局 部 道路 连通 空间 , 则 从 定理 18 得 出 , 对 于 的 
任 一 开 覆 盖 , 存在 了 的 一 个 道路 连通 履 准 空间 ， 其 基本 群 同 构 
于 w(Y，wo)， 这 蕴涵 着 若 定 是 对 上 有 唯一 道路 升腾 的 道路 连 
通 纤维 化 范 清 中 的 万 有 对 象 , 则 =( 部 2 同 构 于 间 wns (入 40) 的 
一 子 群 .特别 地 ,车 fiwm(4l oo) ~0, 册立 有 一 单 连通 的 有 唯一 道 
路 升腾 的 纤维 化 , 它 是 这 范畴 中 的 一 个 万 有 对 象 ， 这样, 网 16 和 
二 中 的 两 个 空间 都 有 万 有 的 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 化 ,都 为 单 连 
通 , 例 18 的 空间 Z 是 其 自己 的 万 有 的 有 唯一 冲 路 升腾 的 纤维 化 . 
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本 节 考 虑 前 节 问题 的 道 问题 ， 前 节 中 曾 对 给 定 的 底 笠 间 构 和 

要 荤 投射 ,现在 则 要 对 给 定 的 履 莹 空间 找 覆 秋 投 射 .对 任意 正则 俐 

全 空间 我 们 证 明 存 在 一 个 要 琶 变 换 群 ， 于 是 履 世 投 射 等 价 于 屠 普 
空间 到 窗 双 变换 群 的 轨道 空间 的 投射 . 

设 避 证 -> 天 是 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 化 ”显然 存在 这 个 绎 

维 化 的 自 等 价 八 (一 个 自 葬 价 是 一 个 自 同 肽 J， 补 -> 证 ,使 pof 一 

有 


功 。 我 们 记 该 群 为 (证 | 卫 )。 在 礼节 是 桥 亚 投射 的 情况 
下 , GC 证 | 辽 ) 也 称 为 加 的 长 要 变换 秤 ， 一 般 屯 说, @( 室 | 民 ) 密 切 
相似 于 一 个 扩张 域 章 保持 点 态 不 动 移 子 域 的 自 同 构 群 . 

若 下 是 道路 连通 的 , 则 从 引 理 2.2.4 得 出 , p; 他 一 了 了 的 两 个 
在 一 点 上 重合 的 自 等 价 是 但 同 的 。 从 而 有 下 述 引 理 ， 

1. 引 理 ” 设 史 室 -> 开 是 有 叭 一 道路 升腾 的 时 维 化 。 若 总 
是 通路 连通 的 ， 卫 zoE 窒 ， 则 郴 数 了 h>F(Go) 是 你 ( 室 | 瑟 ) 汉 厅 在 
Pp(2o) 上 的 羡 维 的 音 映 ， 目 

定理 2.3.9 建 立 了 从 psw( 写 ，zo) 在 sm( 开 ,p(to)) 中 的 有 陪 
集 前 集合 到 ?在 2(&o) 上 的 纤维 的 双 上 里 . 把 此 双 映 的 道 与 引 理 工 
中 的 函数 合成 ,得 到 一 个 单 史册 是 从 人 ( 宝 | 开 ) 到 par( 宇 ,2o) 在 
#( 琶 ，2(2o)) 中 的 右 陪 集 的 集合 的 。 让 明确 定义 如 下 ; 对 任意 
了 EG( 立 | 互 ), 变 台 是 窒 中 认 加 到 Go; 的 道路 ， 则 2 是 束 
中 在 p(to) 的 闭 道 路 , 旦 右 陪 集 (pax (总 ，2o0)) [po 名] 是 不 个 粮 于 
尾 区 选择 的 。 机 数 由 把 了 变 为 这 个 右 障 集 . 

给 定 如 GE 守 设 困 [pyr( 社 ， Zo)) 是 grs 《( 宇 wm) 在 we 于， 
2 (io]) 中 的 正规 化 子 ， 这 样 ， 林 Cpyz( 宇 ， 20)) 是 不 ( 开 ，p(zo)) 的 
子 群 ， 由 使 paw( 礼 ，zo) 在 鞭 共 轿 作 用 下 不 变 的 那些 元 [w] E 
ww 了，p(2o)) 组 威权 (paw ( 写 ，20)) 是 w( 卫 ; p(20)) 的 包含 
pam ( 室 ， 知 ) 帮 为 正规 子 姑 的 最 大 子 锥 - 

2, 定理 设 p 完 > 丑 是 有 唯一 通路 升腾 的 并 维 化 ， 设 全 
是 道路 连通 前 ， 卫 设 20E 误 、 则 让 是 从 GFC 字 | 耳 ) 到 商 群 到 (am 
(证 ,20)) [pwm( 室 ， 知 ) 的 单 同 态 。 车 宝 也是 局 部 道路 违 通 的 ， 则 
下 是 一 个 同 构 ， 

证 明 ”我 们 已 知 几 是 一 个 单 映 , 现 在 来 说 明 由 是 从 G( 室 | 并 ) 
到 gf 富 ， 2) 在 WKpsx( 谍 ， 四)) 中 的 有 陪 集 的 集合 的 函 获 。 若 
部 是 全 中 从 知 到 厌 zo) 的 道路 , 则 存在 交换 方形 

= wo， 0) 
D# 


0 et ‘3,0)). 
08， 


因为 产 ( 定 ， 2o) 一 ( 室 , 了 Cao) 是 同 朋 , 故 
for(Y, Zo) = (ET, f 0)). 
又 因 ywj# 一 pg#; 帮 
Berin pir (KT, (Ko)) 

—hpty pef er (Ko) 一 Moan29m( 室 ,2o) 

= Phra (这 f (20)) 一 pyr( 谍 ， 00). 
从 而 [go2] EN (pam( 写 , zo))， 因 为 上 ( 了 站) 等 于 右 孙 集 (pwr( 室 ， 
i)) [poO， 故 消 是 G( 室 | 工 ) 到 per 人 (部 ， 人 0) 在 HCP CY, to)) 
中 的 右 陪 集 的 集合 的 单 映 . 

我 们 现在 来 核实 由 是 同 态 ， 车 大, 户 E GK 袜 | 部), 设 徊 各 
是 完 中 从 各 分 别 到 户 Gco) 和 态 (5o) 的 道路 , 则 产 *2a 是 从 f(zo) 
到 方 户 Gio) 的 道路 , 且 ax (Pieca) 是 从 各 到 户 户 (5o) 的 道路 .所 
以 站 (5) 是 右 陪 集 

(pzr( 室 ， 2o)) EC pOD* (pof1o6s)] 
= (pur (KY, Ko) [pel* [posl, 
这 等 于 (ff3)。 

最 后 , 我 们 证 明 若 征 是 局 部 道路 连通 的 ， 则 由 是 到 prm( 宫 ， 
2) 在 下 (psm( 室 2)) 中 的 右 陪 集 的 集合 的 满 同 态 ， 很 设 [2] E 
(了 ,9( 扣 )) 是 属于 人 (pr ( 室 ,5o) ) 的 ， 设 总 是 w 的 终于 名 的 
升腾 ,上 且 设 3 一 2(0)、 则 

Pr ( 定 ， 加 ) 一 Ma (prm( 室 ,2o)) 
一 多 # (大 7( 室 ， 20)) 一 Pa ( 爸 他. 

因为 站 连通 局 部 道路 连通 ， 故 升腾 定理 蕴涵 映射 J，( 袜 , 30) 一 > 
( 定 ， 多 及 %《〈 郭 芒 一 (全 , 动 使 得 of 一 清和 gog=p 的 存在 。 
从 唯一 升腾 性 质 ( 引 理 2.2. 细 ,可 推出 fog 一 坛 和 go 一 在 所 以 
JfEG( 守 | 及 ), 且 由 () 等 于 右 陪 集 Cprrr( 定 , zo)) [oJ] 有 

综合 定理 2 与 定理 23.3.12, 得 以 下 推论 ; 

8. 推论 设 室 > 刀 是 有 唯一 道路 升 唐 的 纤维 化 。 若 定 

多 这 个 由 五 个 群 和 四 个 等 号 组 成 的 连 等 式 恋 来 费解 。 如 将 第 一 个 群 和 第 三 个 群 
互 换 位 置 , 则 每 个 等 号 第 有 理由 , 且 得 到 下 边 的 结论 。 一 一 译注 
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是 连通 局 部 道路 连通 的 ， 且 各 区 室 ， 则 六 是 正 刚 的 ， 当 且 瓜 当 
G( 定 | 于 ) 是 在 的 每 个 纤维 上 可 迁 的 ， 在 此 情况 下 ， 
| DG))/pwmCE。 Ko) 

车 礼 是 单 连 带 的 , 则 任意 纤维 化 和 安 一 卫 是 正 夏 的 , 且 我 们 
也 有 下 一 个 结果 : 

和 .推论 股吧 裤 -> 忆 是 方 叭 一 咎 路 升腾 的 纯 维 化 , 共 中 袜 
是 瘟 连 通 的 , 且 非 空 ， 副 怀 的 自律 价 群 同 牺 于 下 的 基本 群 .用 

车 号 位 > 工 是 正则 攻 杰 投射 , 且 室 是 连通 史 部 道 耻 连 通 的 ， 
则 互 同 驮 子 G 训 | 也 ) 的 轨道 空 间 ( 作 用 在 集合 8 上 的 变换 群 G 
的 一 个 执 道 ,是 和 的 一 个 等 价 类 ,相对 于 这 个 等 从 关系, -sm, 车 
存在 9EG, 使 的 一 和 ， 我 们 的 兴趣 在 于 其 道 问题 一 一 亦 即 ; 起 要 
知道 关于 拓扑 空间 了 的 局 胜 群 G 的 蔚 些 条 件 会 保证 了 到 胃 道 宅 
闻 了 了/G 的 投射 是 正则 强 杰 投射 , 且 恬 营 变 换 群 等 于 9. 

折 扑 空间 也 的 一 个 同 胚 群 @ 称 为 间断 的 , 著 多 在 卫 中 的 轨 
道 是 了 的 离散 子 集 、 扩 称 为 真 辣 岂 的, 闭 对 YE 了 ,存在 4 在 了 中 
的 开 邻 域 如 ,使 得 车 g, 8EG, 且 5 与 9 中 相交 ,网 9 一 gf 好 作 
用 无 不 动 的 点 ， 若 Gf 仅 有 唯一 的 元 素 有 不 动 点 ， 此 唯一 元 素 就 是 
单位 元 素 ， 下 列 结 论 都 是 明显 的 。 

起 、 走 间 上 断 的 同姓 群 是 间断 的 , 且 作用 无 不 动 点 、 量 

和 @. 一 个 有 有限 的 同 胚 群 作用 在 Hansdor 作 空间 上 ， 若 无 不 动 
总 , 则 图 页 间断 的 、 用 

车 他 是 一 个 区 琶 投射 的 区 要 变换 群 , 则 用 简单 的 验证 邑 可 说 
明 ,G 是 真 间断 将。 下 面 证 明 , 任 一 真 间断 的 同 凸 群 确 定 一 个 要 党 
投射 

了， 定理 庆 弛 是 空间 歼 的 真 问 断 的 同 厦 群 。 则 刀 到 就 首 
空间 了 了 /GG 的 投射 是 村 可 入 里 ， 车 于 是 连通 的 ， 届 此 覆 梧 投 帮 是 
正则 的 , 且 台 是 其 失 至 变 捷 群 

证 明 设 g 了 -3 了 /G 是 投射 , 则 少 是 连续 的 . 2 是 开 英 射 , 因 
为 车 如 是 了 的 开 集 , 风 六 所 pCOD) 一 UT9DjyEGT 在 了 中 是 开 
的 , 且 从 而 0 在 了 YG 中 是 开 的 . 设 是 了 的 开 子 集 , 使 得 只 要 
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与 gD 相交 , 就 有 9-9， 我 们 来 证 明 2(D) 被 郊 平均 履 登 . 在 
A 其 并 为 pg 交 (9)， 

则 只 要 证 明 p|gD 是 从 多 到 p( 四 的 双 映 即 可 ， 若 yED， 则 
2《9y) ~p( 扩 ,从 而 p(90) 一 p( 四 .车 pC992) pC9ys), 其 中 
如 ED, 则 存在 yE09, 使 得 gamg gga. 所 以 9g0 号 y90 相交 ? 故 
9 一 99， 从 而 9 一 ly， 且 从 而 gt 一 9yo，. 于 是 证 明了 ,2 是 9 到 
PD) 上 的 同 肥 。 因为 介 是 真 间断 的 ， 故 集合 p(D) 被 p 平均 长 
秋 , 所 有 这 些 p(D) 构 成 了 了 /G 的 开 禾 盖 . 

因为 pC9y) 一 p(9), 故我 们 看 到 G 包含 于 jp 的 检 友 变换 群 中 . 
因为 在 p 的 纤维 上 是 可 迁 的 , 故 由 定理 2.2.2 得 出 , 车 了 是 过 
道 的 , 则 9 等 于 其 要 释 变 换 群 。 因为 履 倒 变换 群 在 每 个 纤维 上 是 
可 迁 的 ,故此 槛 稚 映 射 是 正则 的 . 目 

8. 推论 设 台 是 单 连 道 空间 了 的 一 个 真 间断 的 同 胚 群 ， 则 
轨 丫 空 间 卫 / 仔 的 基本 群 同 构 于 他， 

证 明 由 定理 7, 和 # 是 正则 覆 耸 投射 2: 了 一 站 7/G 的 覆 双 变换 
群 。 出 定 理 2, 汕 是 日 到 了 /G 的 基本 粒 的 单 同 态 、 因 为 9G 在 Pp 
的 纤维 上 是 可 迁 的 , 所 以 峭 是 同 梅 . 目 

9. 例 设 

BS3={(%0, 1) EC zols+ |al ~1}, 
且 设 了 和 是 互 素 的 整数 ， 定 义 记 Rs->8。 使 
hgo, EA) = (et pgo, Eas ) 

更 头 是 品 的 以 为 周期 的 局 胚 ( 亦 即 : 加 = 霄 、, 灵 Zs 作 几 于 二 
上 ,使 ' 


(so 为) 一 如 人 so， £1), 

其 中 ww 记 整 数 % 的 modp 的 同 余 类 ， 以 此 方式 , 儿 os 作用 于 S35 上 

无 不 动 点 ， Zrv 在 Ss 上 的 这 个 作用 的 轨道 空间 称 为 连 镜 空间 ,， 且 

记 以 五 wp。 由 命题 6 及 推论 8，Le,w 的 基本 群 同 构 于 如，. 

10. 例 设 
和 一 【so 4, 0) EOE Ia = 1}, 

县 设 2 …， 和 % 十 整数 , 句 与 p 互 素 。 定义 及 Br>S 使 、、 

»101. 


Blso, a1, 的] = (0 Po, OT, 9 

旭 如 同 例 9,% 决 定 了 名, 在 St 上 药 作 用 。 且 无 不 动 点;. 其 圾 省 
空间 称 为 广义 透 装 空间 , 且 记 华 Tea,-.mj。 鞭 基本 群 同 构 于 名;. 

我 们 能 够 应 用 定理 7 米 阅 明 , 投 射 了 > 了 /G 即使 不 是 覆 释 投 
射 时 ,也 是 个 正则 的 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 化 ， 注意 , 车 GG 作用 
于 了 无 不 动 点 , 则 忆 的 任 党 子 群 当然 也 如 此 ; 又 车 Bf 是 他 的 正 
规 子 群 , 风 GQ/G 作用 于 了 /GY 上 基 不 动 点 . 

21. 定理 设 引 是 道路 连通 空间 了 上 的 同 胚 群 ,其 作用 无 不 
动 点 。 又 假设 存在 于 群 的 递 降 权 列 

G=6%0 DG 

使 得 

人 NG drh 

(b) Gi 是 人 (n>0) 的 正规 子 群 ; 

(@ Gy/Ghsi 是 在 一/G，i 上 走 间 断 的 同 且 群 ， 且 投射 王 -> 
王 /Gu(e>>0) 是 团 号 射 

《q] 了 了 的 任意 加 道 在 Go(nz0 上 是 紧 致 的 . 

则 投 圭 人 了 了 /GE 有 是 正则 的 有 唯一 道路 升腾 的 纤维 化 ,其 向 
等 价 群 是 好。 

证 明 因 了 /= (了 /Gz)/(Gm/Gontz), 则 从 (0) 和 定理 ?得 
出 ,映射 

puts F/G > F/G, 
是 正则 的 村 全 投射 :对 n>、 设 
PF-{g) E x (了 /Gate 一 go 对 %>0}, 

且 定 义 名 -> 了 /9 由 各 (人 @o)) 一 名。 容易 验证 入 是 有 唯一 道路 
升腾 的 纤维 化 ( 它 是 对 射 {p10…op) 的 纤维 积 ). 

对 w>0 存在 连续 闭 投射 ws 了 -> 了 /G6 使 得 Boricgnti 一 Pr。 
所 以 存在 连续 闭 映 射 p: 了 一 他 由 gp(9) 一 (gol)) 定义 ， 且 使 得 
Bep=p， 为 了 证 明 y 是 同 凸 ,只 要 证 明 它 是 双 映 即 可 . 车 pG) 一 
8]， 则 对 wz>0 存在 %EG。 使 y=gxy。 则 对 所 有 的 mm 与 
gr 一 Yogf， 因 外 作用 无 不 动 点 ， 圣 于 所 有 的 和 和 由 加 一 多 
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所 以 殊 EG%( 对 洲 有 mm)， 叉 由 { 吕 ,9. 一 17， 于 是 yg 一 yy， 从 出 
基 单 腕 . 

车 (yn) EP， 由 p51 是 了 在 纹 作 用 下 的 畔 道 ， 册 (9)， 

gr 是 紧 致 的， 因为 

Pr Yo Pah Pri rts 
故 族 {gz yo]} 由 具有 有 限 交 考 质 的 紧 致 集合 组 启 ， 半 以 站 后 区 
世芳 鞠 VG 站 站 3 网? 的 一 (为 这 说 明 ? 是 满 映 . 

我 们 已 证 明了 9; 王 一 人 是 同上 是 ， 浙 以 妨 开 一 了 /S 是 有 
唯一 道路 升 小 的 纤维 化 。 因为 人 的 每 个 元 索 是 了 的 自 等 价 , 故 2 
的 自警 价 群 在 每 个 纤 纵 上 是 可 迁 的 。 由 推论 8, p 是 正 姑 的 纤维 
化 , 且 马 是 的 自 等 价 群 ,是 


§7 纤维 从 


剧 朋 空间 局 部 是 其 京 空间 和 一 离散 空间 的 积 ， 推广 之 , 便 得 
到 本 节 定 义 的 纤维 从 的 歧 念 ， 因 为 纪 维 从 民 部 地 是 其 席 空 间 和 纤 
维 的 积 ， 本 节 主 要 结果 是 纤维 从 的 只 投射 是 个 绎 维 化 ， 

一 个 终 扒 从 名 一 (加, BB， 了 ,9) 出 总 空间 癌 、 底 室 间 如、 纤维 
下 和 从 投射 p, 百 一 召 组 成 ,使 得 存在 吾 的 开 概 荤 {0}， 对 每 
TELDj 有 一 同 胚 pe: UX 了 38 (DD), 使 合成 

UxF ypi0) SU 

是 到 第 一 个 因子 的 投射 ， 这 样 , 从 投射 思 百 一 和 投 对 BX 一 
召 是 局 部 等 价 的 。 设 3EB, 东 上 的 纤维 定义 为 ALD)， 且 洼 准 到 
万 向 且 守 每 个 EEB 上 的 p71(3)。 通 常 对 于 从 也 有 一 给 定 的 构造 
属 9, 由 下 的 一 些 同 胚 组 成 ,定义 此 概念 如 下 : 

设 和 是 也 的 一 个 向 凸 辞 ， 给 定 一 个 空间 了 和 从 也 到 了 瑟 的 
间 胚 族 生 一 {， 杞 > 有 ， 定 义 99: 了 玉 了 ' 对 PE 及 gE 加 使 


”六 开 媳 维 由 的 一 般 理论 , 见 N. 卫 、 Steaurod: The Topology 0f Fibre Bundles, 
Princston University Press, Prineeton, .了 ;1951. 一 一 源 注 
较 近 代 的 著作 有 D. 了 了 usemoller: Bire Bunilery Springer -Terlag，NSY 工 Dr 
1975 《第 二 版 )。 一 一 评 尖 
1403 ， 


py) =lgy) 对 YE 族 呈 称 为 Pr 上 的 一 个 仓 构 造 , 若 

(8) 给 出 gE 及 gE8, 则 ggE 吕 

《b) 给 出 pn EF, 有 9E 余 使 由 一 9ag， 
条 件 (a) 草 涵 从 右边 作用 于 多 上， 条件 Lb) 蕴涵 在 歼 上 的 作 
用 是 可 迁 的 ， 一 个 纤维 从 ( 召 ，B， 了 ,pgp) 称 为 育 构 造 套 8， 车 每 纤 
维 g4(5) 有 一 个 弛 构造 (5), 使 得 存在 8 的 开 材 盖 {D0}， 且 对 
每 个 UE {D}, 有 同 是 go: UX 了 -p+(DD) 合 得 对 于 5EDU, 变 2 为 
go 的, 9) 的 映射 了 >p-*(5) 在 多 (5) 中 。 显然 ， 一 个 纵 定 的 纤维 
从 总 能 以 了 的 所 有 辣 胚 作成 的 群 为 构造 群 来 给 出 纤维 从 的 构造 . 
同样 显然, 一 个 给 定 的 纤维 从 有 时 能 够 以 了 的 两 个 不 同 的 司 胚 群 
为 构造 群 来 给 出 纤维 从 的 构造 . 

一 个 mn 维 面 从 ,或 实 向 量 从 ,是 个 纤维 从 ,其 纤维 是 召 *, 构造 
群 基 一 般 线 住 群 98I(R")， 由 到 的 所 有 线性 自 同 构 组 或 。 一 个 
复 中 维 面 从 ,或 香 向 旦 父 ， 是 个 纤维 从 ， 其 纤维 是 C"， 且 其 构造 群 
是 GLCCV。 

下 面 给 出 一 些 例子 ， ，.. 

1， 对 于 空间 8 入, 积 从 是 纤维 从 (BX,，B， 了, p), 其 中 
五 昌 x ->8 是 到 第 一 个 因子 的 投射 (以 平凡 群 为 构造 群 ) . 

2， 给 定 p 们 一 三 是 一 柳 到 投射 ， 工 是 连通 空间 ， 若 “6E 
并 , 则 (这 ,下 , p+(go)， 人 D 是 纤维 从 (车 了 是 道路 连通 的 , 它 能 给 
纪 纤 维 从 的 构造 ， 且 构造 群 是 m( 瑟 ,ao)， 作 用 在 923(zo) 上 使 
fa] 多 一 4[o]-” 其 右 端 同 定理 3.8.9 的 证 明 中 )， 

3， 给 定 作 是 可 微 的 w 维 流 形 ， 且 TCM) 是 好 的 所 有 切 向 
量 的 集合 ,出 有 纤维 只 (T (0 ， 肛 ， 奉 " pg), 其 中 .TCMD) 一 禾 把 
每 个 切 向 量变 到 其 始点 这 叫 作 切 长 ， 记 作 *( 玉 )。 因为 可 给 它 
以 构造 群 EECR"), 故 为 n 维 面 从 ; 车 好 是 复 维 数 m 的 复 流 形 ， 
则 +(M) 是 宴 % 维 而 从 .- 

4， 给 定 李 群 线 的 一 个 闭 子 属 互 ，G/ 互 是 左 隧 集 的 商 空间 ， 
且 友 G>G/ 互 是 投射 则 (GJ 瑟瑟, gp) 是 纤维 从 ( 物 造 群 
吾 由 左 平移 作用 于 自身 上 )， . 
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5。 把 S* 珊 为 闭 洒 球 瑟 和 本 的 六 ,其 交 为 品 世 且 设 B 是 
空间 五 的 一 个 同 胚 群 。 给 定 一 映射 g，S"”+>G 使 鼎 射 8"!x 不 
> 古迹 tz 到 gp()g 为 连续 的 , 设 恕 ,是 由 (BX 书 )Y( 训 Xx) 
经 过 基 合 lz, EE 本 XxX 了 和 (zp(WN) EBIXF(ES" TyE F) 
所 得 的 空间 ， 这些 亚 合 对 投射 BX 一 Br 及 醋 X 站 -> 本 是 相 
容 的 ， 所 以 有 一 映射 po:. 吾 .一 8" 使 合成 

Br 与 如 XP 加 反 
沸 为 到 第 一 个 因 了 的 投 庄 ， 于 是 (加 sp，5"， 卫 ,py) 是 纤维 从 (以 如 
为 构造 属 ), 称 为 由 示 性 贱 射 g 所 定义 的 

8. 设 只 (C 是 2 维 复 射影 空间 ， 由 放 次 坐 慰 纵 出 坐标 ， 车 
和 21， 和 人 不 全 为 山 设 [io 和 …, EP,(0) 是 了 ,(0) 的 
具有 齐 次 坐标 zo, 和 …， 细 的 点 ， 视 82 43 为 集合 

人 #1, 7 tn) EO Tm:=1}, 
且 定义 刀 SerPuIC) 使 

Ps0, 5 [io Ls “0, hn], 
车 本 CP,(O) 是 第 4 个 华 标 非 0 的 点 给 或 的 子 集 , 遇见 pCD0) 
同 胚 二 本 Xx S51， 所 以 有 纤维 从 (5"+1l， 了,(CY, 部 ，p)} (构造 群 
左 平 移 作用 于 自身 上 .这 钙 作 了 opf 从 ， 

3 车 妨 是 四 元 产 除 环 , 则 存在 类 似 的 了 映 射 p. 8 ">P,(@)， 
且 有 一 个 四 元 数 Hopf 从 (Sm+3，P,(@Q)，S*，p) (有 构造 群 8 左 
平移 作用 在 自身 上 ). 

对 我 们 的 目的 来 说 , 构造 群 不 是 重要 的 ， 这 样 我 们 定义 的 一 
六 挫 球 其 是 个 纤维 从 , 其 纤维 为 8"『 习 央 上 也 要 求 以 G5CB*+D) 中 
的 所 有 保 距 的 正 交 群 0(n 士 芒 为 构造 群 ]， 若 是 个 ” 维 球 抽 , 记 
其 总 空间 为 襄 ， 从 投 和 成->B 的 映射 福 是 纤维 久 (,B， 二 
典 ) 的 总 空间 吾 ,, 其 中 ps, 召 > 如 类 映射 柱 到 B 的 收缩 ( 且 pr[ DB 
高 ~B; 是 原来 的 从 投射 ). . 

车 &=(B，B，R"+i，g) 是 个 (w+) 维 面 从， 有 移 造 群 
0(w+1), 在 每 个 纤维 pg (5) 中 引入 一 个 度量 是 可 能 的 ， 在 加 中 
具有 单位 庶 量 的 全 体 元 素 组 成 的 子 集 召 'C 召 是 个 wm 维 球 县 ( 杏 , 
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如, SB", yp| 六 ') 的 总 空间 , 这 个 m 维 球 从 称 为 6 的 单位 球 众 。 车 一 
个 tw 十 四 维 面 从 的 斋 空 间 B 是 氢 紧 致 Hausdorff 空间 , 该 内 总 可 
私 给 出 0Cm 十 1) 为 其 构造 群 ， 特别 地 , 一 个 拟 紧 致 可 微 洲 形 有 一 
个 单位 名 区， 

具有 祖 同 纤维 和 相同 底 的 两 个 纤维 从 CB, B, FF, gi) 种 (Cs， 
是 , 玉 ， po) 称 为 等 价 的 ,车 有 一 同 胚 h 如下 使 Pach 一 ， 若 二 
者 都 有 构造 妖 Gf, 它们 在 会 上 是 等 价 的 ,车 有 同 腑 为 如 上 , 再 加 上 
个 附 吉 性 质 : 荐 gE 人 B03), 则 有 opE€ 间 C6) (对 5EB). 一 个 纤 维 从 
如 天 乎 风 的 , 车 它 等 价 于 曾 工 中 的 积 从 (不 等 价 地 , 若 它 可 以 以 平 
凡 群 为 构造 性 )， 

考察 例 2, 经 维 雁 祖 对 于 窗 伙 空间 ,与 纤维 化 相对 于 有 了 唯一 首 
路 升腾 的 纤维 化 , 几乎 是 用 同样 方式 的 ， 本 节余 于 部 分 用 于 证 明 ， 
一 个 纤 绎 从 ( 玉 , 吾 ， 克 ， 匀 ， 车 其 底 空 间 召 是 执 紧 致 的 Hanedorff 
空间 , 则 jp 是 纤维 化 . 

映射 gp 加 ->B 称 为 局 部 纤维 化 ,车 在 在 旦 的 一 开 要 盖 {D}， 
使 gp 0), p71D)->U 是 纤维 化 (对 和 餐 个 DEAD})。 显 然 , 纤 
维 化 是 局 部 纤维 化 , 且 任 意 从 投射 是 肩 部 纤维 化 . 

给 定 一 映射 p. 万 ->B, 我 们 定义 子 空 闸 上 CBxB 为 

Bt{(e, oo) ERX BIOC0) =p(e)}. 
旭 存 在 肤 射 万 > 使 BC8) 一 (@(0), pow) (对 了 > 于 ,了 
的 一 个 升腾 函数 是 名 的 一 右 逆 映 射 
be 

这 样 一 升 习 却 数 变 每 点 cE 加 和 8B 的 始 二 p(s) 萄 道路 ww 到 亡 中 
始 于 。 的 道路 和 (e, wm), 亦 即 名 的 升 葡 , 升幅 函数 和 纤维 化 之 间 的 
关系 包含 在 下 述 定理 中 . 

8， 定理 ”了 英 射 多 豆 -> 召 是 娃 维 化 , 当 且 仅 当 存在 对 允 的 升腾 


六 对 二 把 紧 殖 可 aaseorff 空 司 吾 的 道 命 古 的 证 明 可 查 多 .Hurswies: Dn the 
opeeprz of Bbre spacey Prot Nat. Acad. Sci,, U. B. &., Vol. 和，956~951(1955) 。 
另 一 证 居 可 查 W, Heebsch: Onxthe eovering Homotooy thaorem, &ny. of Math., 
ol. 5 555~563(1955). 推广 及 有 关 的 问题 处 理 在 和. Dold: Part:tions of nmi 刘 
tba 让 enry of fbra:ions, Ann. of Math., Vol. 78， 283~255(1958),— 愿 注 . 
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址 数 . “ 
证 明 此 证 明 免不了 要 多 次 使 用 引言 的 定理 2.8， 若 史 是 纤 
维 化 , 设 让 BB> 如 及 到. 了 xI->B 由 
了 Ce 0) =e, Flle, w), d=) 
定义 ， 则 
Fe, 2), 0) =o(0) =ple) = (pef’) 0, o)。 
由 名 的 同 伦 姑 腾 性 质 ,存在 映射 7 卫 X I-> 如 ,使 
Fl, oj 0) =f le, w)=e 及 poF’~F. 
至 为 呈 定 义 了 升腾 画 数 和 使 Xe 加) @) 一 也 (C0, 由， 
反之 , 若 人 是 对 尹 的 升腾 隙 数 , 设 户 : 瑟 一 至 及 奋 : 对 XI>B 
是 使 及 (w, 0) 一 pf(w) 的 映射 设 g: 了 ->B' 由 g(%) (0) = 了 P(g, 让 
定义 ， 则 有 映射 FP', 也 x I> 召 使 得 
F'(w, =AF (0), gC%)) (8). 
因为 所 (%, 0) 一 了 (zm), 且 poF' 一 了 , 故 p 有 同 伦 升腾 性 质 . 上 
设 p. 恕 >B, 并 设 WW 是 BI 的 子 集 设防 由 
={(e, w, s) EBXxWXIlo() =—p(e)} 
所 定义 .本 上 的 一 个 扩充 升腾 志 数 是 卫 射 
A. >B 
使 p(d(e, @, 9) (四 ) 天 及 Le wm, 8) (9) 一 sp， 这 样 ,扩充 升腾 
函数 是 个 函数 , 它 把 道路 升腾 到 召 的 通过 一 给 定点 且 有 一 给 定 参 
数 信 的 道路 ， 期 望 在 升腾 函数 和 扩充 升腾 函数 的 存在 性 之 间 有 下 
述 关系 , 是 合理 的 . 
9. 引 理 映射 p: 加 ->B 有 升 腾 酒 数 , 当 生 仅 当 在 BI 上 疗 在 
扩充 开 腾 防 数 . 
证 明 若 和 4 是 BY 上 的 一 个 扩充 懂 腾 西数 ， 则 对 p 的 一 个 升 
腾 函 数 入 由 入 (e, o) 一 4(e, oo 0) 给 出 . 
为 了 证 明 其 逆 , 给 定 B 中 的 道路 o， 设 @, 和 ww' 是 BB 中 的 道 
路 ,由 
, wd) (Otis) 
由 -人 G<t<D 
,107， 


:py [9 (Oi<1 -8) 

“lo (i-sei<D) 
所 定义 .映射 (o， 归 -ro 及 Leo， 是 连续 映射 他 X 了 > 好 
给 定 对 罗 之 开 详 丽 数 X， 事 -> 召 5， 我们 定义 在 记 上 玖 一 个 扩充 升 


腾 画 数 4 使 ; 
Le @, d={ oo 多 (Otis) 
” he ot stn. 

证 明 局 部 纤维 化 是 纤维 化 的 主要 步骤 是 在 Br 的 不 同 的 开 子 
集 上 一 起 配备 上 扩充 升 肤 函 数 ， 为 是 , 我 们 需要 一 个 附加 概念 , 空 
间 生 的 覆盖 TIF] 称 为 可 数 的 , 车 它 是 局 部 省 限 提 , 且 计 每 个 用 
存在 范 数 fr 也 >[0, 匡 , 使 且 =oE 互 fr( 由 天 0 光 

功 , 引 理 设 吕 如 >B 是 映射 , 若 玉 有 一 个 可 数 禾 委 {让 ， 
使 对 每 了 存在 WT} 上 的 扩充 升腾 测 装 ， 则 对 于 轨 有 升腾 浮 数 . 

证 明 设 指标 集 为 了 一 { 季 , 且 对 每 个 j 设 天 -> 了 是 映射 ， 
使 所 ~toE BAI(w) 天 0}。 对 任 童子 集 aCJ 设 印 。 一 Wh 并 

fo BR 
法 使 Flo) = fo), 
(这 是 个 寡 限 和 , 且 是 连续 的 , 因 {FT 小 是 局 部 有 限 的 )、 出 六 (只 
>0( 对 于 EBD), 且 
,= {0E Bam) 0}. 

我 们 定义 Bs 一 {6, 2) EBiwE 印 。}, . 

考虑 偶 人 cxa) 的 集合 , 其 中 ec 且 和 %: 了 .>87 是 在 了 上 
的 升腾 画 数 [ 亦 到 ,hele, (C0) 一。 生 Phole， 回国 = 六 ]， 在 
此 集合 中 定义 一 偏 序 (a, aa) <(B, Mg), 若 aCB8 上 且 

hal, ©) ale, o)， 

具 要 le, EE 及 fa(w) 一 falw)[ 从 而 车 (e, 0) EB 和 Mole, 0) 
一 je(e 0%), 风 Ei( 对 某 了 EB 一 0)]. 

为 了 证 明 每 个 全 序 子 集 {m，XNw} 有 上 上 界 , 设 6= Uw， 我 们 
将 定义 Xe Bo 如 使 (os, oo) (8, Xe) (对 所 有 的 四 . 设 避 是 WW。 

为 流明 的 函数 了 wr 应 要 求 为 连续 移 , 否 由 无 音义, 内 而 古 当 然 是 开 子 从 ,一 一 渗 注 
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的 任意 开 子 集 。 仅 与 有 限 多 个 伊 ; 相 交 (对 jE 周 ， 记 这 些 为 
本 2， 到。。 《Ws 可 被 这 样 的 一 些 集合 可 羔 住 )， 选 择 纪 使得 
j1 并 全 莉 属 于 m， 则 车 mCow, 便 有 fo 如 =fmlU， 因 为 
(oo A) ow he) Nole, 0) =hoa le, 0) (对 (6, 0) E Bo), 其 
中 ETD。 所 以 存在 映射 xe Be> 使 efe o) 一 xcurea) (对 充 
分 六 的 o) .我们 现在 来 证 明 (o, ho) <(p, ha). 若 (o 四) E 到 ,及 
和 se ) 天 hele, oo) 出 存在 配偶 (op 和 a) Se 和 oa 县 ju 人 ed) 六 
和 (ae 由， 这 萄 洱 wETy 对 革 个 JEm 一 wm。 所 以 Ei;( 对 基 
jEB-m) ,从 而 (ms, hn) <(8, Ne). 

由 Zorn 引 理 ， 有 一 极 大 元 娄 (x， ho) 。 于 是 我 们 只 需 证 其 
一 J 即 可 完成 证 明 ， 若 a 本, 设 训 EJ 一 上 且 设 B=aU{ 摧 . 定 
义 g so2 中 使 g(e) flo) /ftw), 则 Og (0) <1, gto) #0 
ew EW, 且 g(0) FlewEW, 定义 上 > 使 


0 (<s@ < 
pl 加 =| je (9 -3) (<r 3) 
(Fr <:). 
划 疡 是 连续 的 。 设 4 是 印 / 上 的 扩充 开 腾 淫 数 , 且 定 义 he Be> 
五! 使 
melo, 四国 
(Abe, %, OO), 0<g to) < 
| 
| 包罗 的 ，ost<sg(w) -3 
| Alpls, 四 ,wu 2390) -| <9(e) < 
2g(%) - 包 <t<1 


和 ut， oa) 的 ， 0<St<g(o) 


go el 
Als 四 ww gw)) 0, | FIL 
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则 和 是 下 s 上 定义 好 了 的 升腾 汪 数 , 进一步 , 式 (e， 9) E 多, 车 和 
(6, 0) habe, 由， 则 go) 也 且 名 Ey， 因 训 EB 一 %, 这 意味 
着 (@, 和 2) 之 (B, 2o) 号 (a, Xo) 的 极 大 性 祖 耶 拓 . 自 

在 2 有 了 唯 -道路 和 开 腾 前 俏 况 下 , 对 的 任意 开 要 盖 {07}, 只 
要 对 每 个 j 在 下 ,上 都 有 升腾 通 数 , 则 要 理 10 仍然 有 效 {因为 所 
升腾 的 道路 的 唯一 性 保证 了 扩充 升 性 可 并 于 对 夕 的 升腾 )、 这 用 
于 证 明 要 普 映 射 是 纤维 化 的 定 速 “ 定 理 2.2. 如 中， 它 无 须 对 底 空 
间 给 以 任何 候 定 而 有效 . 

于 . 引 理 给 完 一 里 射 史 加 明和 劝 的 于 集 Da -…, Do 使 
在 加 避 ，…， U4 上 有 扩充 升腾 通 烧 ， 设 用 是 隔 的 子 集 , 笠 


(计划 )sz 以 证 -下 


则 到 上 有 扩充 升腾 函数 - 
证 明 设 灵 是 这 下 的 入 完 居 本 数 ( 对 62， 如, 纵 定 


一 道路 ac 如 设 om 是 道路 ， 在 [十 He 及 在 
[车 二 册 芝 ， +] 上 不 常 信 ， 给 定 (0, %, 是 E 印 ,使 


weenl 


-DhercF. 


对 5 一 0,，…, 名 归纳 地 定义 aE 吾 ,使 


ea thle, on, (FE 


.=A,(0, on, 对 { 主 ) 


tN ol 
县 es Ae op 中 E 


es de (ao or 下 (下 < 下 。， 


厂 圭 的 一 个 扩充 升 牌 耿 数 定义 为 
:li 。 


Al, @, 人 的 
aC de (Gade 


= de, on, © (0 (tae a) 


Eisen or DD (<i<<). 
我 们 现 已 为 久 局 部 纤维 化 到 纤维 化 的 过 波 的 主要 结 漆 作 好 
准备 . : 

埠 , 定理 给 定 映 英 如 加 > 和 且 的 可 煞 失 天 人 W， 使 对 
UE plp (DD);g10D) -xD 是 纤维 化 ， 则 兄 是 纤维 化 。 

证 明 设 久 一 {0 让 以 及 对 jp 工 给 定 的 指标 集合 六，…， 力 
设 了 fw 是 B17 的 子 集 ， 使 

本 sw 一 foew 人 和 5 二) 
CU Sli ee 对 - 
则 吧 然 , 淡 {人 ws} (变化 功 是 好 的 开 和 覆盖 , 鼎 击 引 理 1 每 个 集 
合 下 xu- 有 扩充 升 庄 匣 数 , 对 于 欧 定 的 太 访 Fie-) 是 局 部 有 
的 ,事实 上 , 千 oE 3 划 对 每 个 iD …, 有 oo[( 寻 二, 二 


的 部 城 仅 与 有 限 多 个 /相交 ， 则 , 门 《[25 寺 ,去 ) 人 是 


elk 


品 的 邻 域 仅 与 有 限 多 个 {yt 相交 . 
于 每 j 设 六 B> 了 是 连续 映射 , 使 及 @) %0 当 且 仅 当 


DEDTI 定义 袁 - BI 使 
Bn nf {fi 
5 有 
则 站 .aa) 0 当 且 仅 当 wzE 仇 ke. 
可 情 的 是 , 族 {F， 过 (所 有 盈 已 不 再 是 局 部 有 由 药 了 , 不 扰 ， 


引 理 10 即 可 完成 本 证 明了 。 修 收集 全 丈 k 能 够 表决 此 困难 . 因 
il, 


为 对 确定 的 me, 族 { 了 .好 对 < 加 是 局 部 月 展 的 , 故 函 数 六 -对 
<m 的 和 是 环 上 的 连续 实 值 函数 ga， 定义 
fsa inf (enp(0, fis mgs), 1). 

里 记 ,mt: BT 且 我 们 定义 于 j= {ww te0) 到 内， 显 
然 ， 厂 fc 了 hi 所 以 在 Wi, 上 有 扩充 升 牌 两 数 。 由 引 理 
如 ， 为 完成 此 证 明 仅 须 核 实 {WI} (以 为 变 元 ) 是 BB 的 局 部 
有 限 的 覆盖 . 

对 十 EBi, 没 m 是 对 茶 毕 力 ，…， 说 使 fsa (0) 0 的 最 
小 整数 ， 则 gn(@) =9， 且 及 人 一声- 人 二 0 所 以 ww 
了 ,jms 这 证 明了 {TI.…o} 是 如 的 稳 闵 ， 为 了 说 明基 局 部 有 限 ， 
设 加 被 选取 得 使 思 >w 屋 天 io (wo) > 襄 ， 则 gz(e) >> 坷 ， 且 
人 go >1. 从 而 好 gr (wo) >I( 对 所 有 在 @w 的 某 邻 城 矿 中 的 吕 )， 
所 以 对 于 8> 交 所 有 耿 数 凡 -a 在 六 上 退化 ， 组 这 意味 着 对 应 的 
集合 分 fw 与 了 分离 ， 因为 族 {到 1.-4} 对 < 可 是 局 部 有 限 的 ， 
所 以 族 {1.…}( 记 有 全 是 局 部 有 有限 的 . 肝 

拟 紧 致 Harsdorf 空间 的 性 意 开 覆 阔 有 可 数 芭 细 , 此 事实 导 
致 下 一 个 定理 ， 

13. 定理 著 召 是 拟 紧 列 Hausdor 企 空间 ， 出 足 射 呈 百 -> 吾 
是 纤维 化 , 当 且 仅 当 它 是 局 部 纤维 化 目 

从 投射 是 局 部 纤维 化 .所 以 我 们 有 下 述 推论 ， 

14. 推论 若 ( 召 ， 马 囊 芒 是 #f 准 全， 说 空间 吾 是 拟 紧 下 
卫 amsdor 余 空 涪 , 则 加 是 纤维 化 目 


§8 纤维 化 


本 节 包 括 关 于 纤维 化 的 一 般 讨 伦 ， 我 们 确立 上 纤维 化 和 经 维 
化 之 间 的 关系 , 它 容许 从 上 纤维 化 利用 画 数 空间 来 构造 纤维 化 , 我 
们 也 证 胃 在 疗 伦 意义 下 每 个 映射 等 价 于 一 个 纤维 化 映射 这 对 偶 
于 一 个 涉及 上 纤维 化 的 类 似 结 果 ), 本 节 包 括 纤 维 伦 型 和 诱 寻 纤维 
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化 的 六 念 艾 定义 ， 以 及 阿 伦 的 上 暴 射 诱导 纤维 同 伦 等 价 的 纤维 化 这 
结论 的 证 图 . 

我 们 从 有 关上 纤维 化 的 定理 2.7.8 的 类 似 结果 着 手 。 给 定 里 
射 六 工 '> 芳 , 设 玉 是 和 集 ( 卫 'x 了 VYV( 节 Xx) 的 商 空间 , 其 商 映 
射 是 把 (w'，0) EX'xI 与 (fiw)，0) 于 x0 要 琶 合 得 到 的 。 以 
[2 如 及 [%，0] 分 别 记 及 的 对 应 于 (w'， 提 EX'XI 及 (wv 0) 
廿 x9 的 点 若 [z, 0] =[ 关 (2), 中。 存在 映射 

他 FxI 
由 To 让 一 人) 有 WER', ED 
[ro 0] = (%, 0) (ER) 
所 定义 ， 对 于 了 的 一 个 交 缩 西 效 是 个 映射 图 
p: RxI>R 

为 的 左 逆 ， 在 了 是 包含 矣 射 的 情况 下 ,也 是 包含 映射 , 且 对 于 
了 的 收编 函数 是 瑟 X 工 到 子 空间 互 'xIU 互 X0 的 收缩 . 

1. 定理 陕 射 疡 王 一 下 是 上 纤维 化 ， 当 且 仅 当 春 在 对 于 上 
的 六 纺 画 数 . 

证 明 著 了 是 上 纤维 化 , 设 匈 互 -> 王 和 G: 瑟 'XT> 王 是 晴 
射 ,使 9 一 区 0] 和 Gl 旭 = [2 林 ， 因为 

Gte’, 0) = [ze', 0 = Ef (2), 0] ~9F C0, 

则 让 了 是 上 纤维 化 推出 ; 存在 映射 p: 于 XI 一 里, 使 p(w, 太一 9 
及 P(f(e)， 坝 一 Ge 坟 ， 于 是 ,P 是 对 于 了 的 收编 函数 . 

反之 ， 冶 出 映射 押 卫 3 了 和 你 琶 'xT 使 Go， 0 一 
Be) (对 于 ww, 定 文 

村 于 > 了 

使 好 [zx 悦 =~ 他 (or 动 和 学 [pz， 的 一 9 加、 落 P 王 XI 下 是 对 
于 了 的 收缩 函数 ， 则 喘 系 也 ~ 本 op: 也 XI->Y 有 性 质 P(x， 中 一 
9(9) 入 (了 (zw), 旭 =Giw', 分。 这 证 明了 子 是 上 纤维 化 外 

这 导致 下 述 的 由 上 纤维 化 来 构造 出 纤维 化 . 

2 定理 设 六 一 > 开 是 上 纤维 化 ,其 审 至 和 下 是 局 部 紧 
至 轩 Hausdor 任 空间 , 且 设 是 性 一 空间 、 则 映 射 p. 了 3-> 了 rf 由 

"13. 


男 (的 一 go 广 所 定义 的 ,是 个 纤维 化 。 

证 明 设 5 于 xI-> 量 是 对 于 了 的 收缩 函数 (由 定理 1 这 是 
存在 的 )， 则 p 定义 了 一 映射 

Pp’: Yi yp 
使 P(gep (对 由 及 > 了 。 因 为 有 各 三 是 局 部 紧 考 的 
Hausdor 全 空间 , 故 下 也 是 , 且 由 引言 的 定理 2.9, PX* 守 (PD 
以 及 
PIs{(g OEFTxX (PIT gf GO}. 

所 以 mr 对 应 于 对 于 %: 了 x>P™ 的 一 升腾 画 数 ， 县 由 定理 3.7.8, 
甸 是 个 纤维 化 . 目 

3. 推论 对 任 一 空间 了 , 设 p, 了 ?> 了 XT 了 ,出 映 才 

ple) = {of0), wm) 

定 灵 ,其 中 必 IT3P， 列 加 是 纤维 化 

证 明 因为 ZxIUIx0 是 IxI 的 收缩 核 ， 放 包含 映射 
cI 是 上 纤维 化 [与 此 等 价 地 , 仙 (I， 力 关于 任何 空间 有 了 同 伦 扩 
亮 性 质 ]。 则 结论 由 定理 2 及 注意 到 以 下 的 事实 而 推 得 ,对 
东 了 了 ,映射 9 > (9(0), g(D)) 将 了 7 同 县 观 到 了 xY. 目 

设 皮 BB 和 gp 如 >B8 是 映射 , 且 设 瑟 是 召 x 吾 的 子 集 ， 


由 
Bm{(b', EB HIFC) 一 0)} 
定义 , 酝 称 为 下 和 加 的 盾 维 积 ( 更 确切 的 说 ， 是 了 和 2 的 纤维 
积 , 见 $82.3， 注意 让 映射 p' BB 和 天: 吾 一 避 由 到 全 ,全 
一 了 和 了 人 @, 9) =6 定义 ， 娟 和 映射 办 与 产 可 示 性 为 广 BB 
和 gy 好 -> 在 一 范畴 中 的 积 ; 这 范畴 的 对 象 为 以 8 为 息 城 的 连续 
里 射 , 且 它 的 态 为 交换 三 角形 
Ti 


NB mn 
下 烈 的 人 性质 是 容易 验证 的 . 
旦 ， 若 名 是 单 映 ( 束 满 映 ), 则 Z 也是, 目 
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上 若 p: BX 了 -> 是 平凡 的 时 维 化 , 则 Pp' 再 一 如 等 价 于 平 
岂 鸭 纤维 化 BXP>B, 时 
8. 若 加 是 闻 维 化 (或 有 唯一 道路 升 聘 的 红 维 化 )， 则 9 也 
| . 
8. 若 加 是 疆 维 化 , 财 耻 可 升腾 于 杏 , 当 且 仅 当 jp!' 有 一 截面 ,是 
注意 ,因为 纤维 积 对 于 B 和 瑟 是 对 称 的 (或 确切 些 说 ,对 于 了 
和 力 是 对 称 的 ,在 以 了 和 产 代 营 乡 各 pp' 潮 ， 则 有 一 系列 类 和 似 的 
命题. 
车 jp: 如 -> 了 3 是 纤维 化 (或 覆 登 投射 ), 旦 天 Br 吾 是 一 映射 ， 
别 由 性 质 6( 或 性 硕 喇 ,p': 8 一 B' 是 纤维 化 (或 要 区 投射 ), 称 为 从 
作 鹤 六 请 导 的 红 维 化 ( 或 怖 碍 投 土 )。 车 = (王妃 也， 罗 是 纤维 
从 及 下 B'->B 是 一 映射 , 则 从 性 质 5 知 ,存在 纤维 从 < 如,，B', 了 了， 
w)， 这 个 纤维 从 称 为 从 世 补 下 话 导 的 纤维 内, 状 记 以 f 恩 ， 在 包 
售 映 射 计 BBCB 的 情况 下 ,用 如 |B' 记 B' 和 加 的 纤维 积 , 且 若 呈 
是 以 B 为 底 空 间 的 纤维 从 , 则 1B' 央 未 底 空间 为 妨 由 诱导 的 
纤维 从 注意 到 中 如 等 价 于 (p+4(B3, 了 BP gp7(B)). 
名 . 推论 ”对 于 任 一 空间 卫 及 点 加 GT, 设 办 卫 (P, go) 玉 了 
是 映射 ， 把 始 于 go 的 每 修道 路 映 到 其 终 志 ， 则 吻 是 纤 浆 化 ， 其 在 
部 过 的 霸 维 为 回路 空间 OF , 
证 明 设 天 了 了 x 了 由 f 的 ~ Wo 切 定 义 ,上 且 设 共 了 > 
了 xY 是 推论 3 中 的 妊 纵 化 ， 则 由 了 诱导 的 纤 维 化 等 从 于 钦 身 
Pp 卫 ( 了 go) 二 ,其 中 光 (o 风 一 昌 , 且 条 7 是 加 上 的 纤维 , 恢 
定义 , 即 为 回路 空间 .OP 年 
由 推论 3 得 出 , 喘 射 多， 了 -> 是 由 和 fo) 一 efo) 蕊 由 
好 (ao) = 人 人 1] 给 出 的 ,是 纤 丝 化, 因为 它 是 纤维 化 Z-> 了 xx 了 一 了 
的 各 成 .车 & 豆 > 召 是 任 一 映 揣 ， 且 9，B>B 是 纤维 化 ， 由 
好 人) 一 (人 D 定 义 , 则 召 和 的 纤维 积 恰 是 在 定义 p 的 升腾 函数 
的 概念 时 ,用 到 的 空间 吾 . 
这 些 关 于 纤维 积 和 诱导 纤维 化 区 考察 ， 有 关于 上 纤维 化 的 类 
伏 的 上 内容。 给 定 里 射 fi 互 -> 和 fa 于 > 斑斑 1 和 至 4 的 上 
"15. 


年 状 和 是 中;Y 豆 。 的 商 空间 , 由 到 合 户 人 与 及 (0) 对 所 有 sE€ 耻 
来 得 出 ， 这 商 空间 记 作 子 /， 于 是 存在 映射 名 下:-> 了 "和 各 下 
一 忆 " 这 些 示 性 互 作为 刻 与 记 在 一 范畴 申 的 和 , 这 范畴 以 定义 
谨 为 工 的 映射 为 对 象 , 以 交换 三 角形 为 态 ， 车 天 了 一 为 上 媳 
维 化 , 则 %o: 王 s>X' 也 是 上 纤维 化 , 这 称 为 从 户 由 访 请 性 的 上 
是 级 化 - 

对 任意 空间 立 " 由 和 (et ~ (w'. 人 定义 的 映射 ho, 了 “> 人 X 
工 是 上 纤维 化 , 且 车 六 下 > 下 是 尾 一 爱 射 , 则 "xZ 和 下 的 上 
纤维 和 恰 是 用 于 定义 有 关子 的 收编 函数 概念 讨 的 那个 空间 于 . 

设 g 召 -> 是 绛 维 化 ， 觅 射 jo, 所 : 六 一 召 称 作 是 征集 同 伦 
的 , 记 作 到 守 志 车 有 同 伦 了 反之 所 使 p7 (zs 入 -有 全 (对 


zE 和 5 万 (在 此 情况 下 ,pofo 一 psf， 在 映射 下 > 媳 的 集 各 
中 这 是 个 等 价 关系 。 其 等 价 类 记 [ 于 ; 召 ]， 且 车 了 斑 -3 召 , 则 以 
[1s 记 其 纤维 司 伦 类 ， 纤维 同 伦 的 概念 对 偶 于 相对 同 伦 的 概念 . 

我 们 应 男 诱导 纤维 来 证 明 ， 征 一 号 射 在 岗 伦 等 从 的 意义 下 是 
个 纤维 化 设 拓 下 > 了 ,上 且 设 YY 了 是 由 六 (wo)=w(0) 定义 
的 纤维 化 . 设 p: Pr> 芯 是 从 2 由 下 诱导 的 纤维 化 , 称 为 也 的 映 
射 道 路 纤维 化 ， 官 是 对 侦 于 映射 柱 的 、 于 是 存在 少 的 截面 # 全 一 
了 Po 册 3(z) 一 (wv，coyw?) 定义 ,其 中 eyey 是 了 中 在 f(x) 的 常 信道 
由 。 也 存在 映射 2": 了 > 了 ,由 Ytw, 中) 一 中 (DD 定义 。 于 是 我 们 
有 对 偶 于 定理 工 .4, 起 的 下 述 定理 : 

.定理 ”给 定时 射 六 互 -王刚 存在 交接 三 角形 

下 一 ”> 古 


~ 
了 Te 
使 得 
(3) lesog 
2 
他 ) ?是 个 纤 维 化 . 
证 明 从 三 角形 中 名 有 映射 的 定义 可 直接 看 出 其 交换 性 , 
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人 @) 定义 也 PrxI->Pi 使 Ps 四， 及 = 人 1D， 其 中 
or 一 ofG- 汶 约 ， 则 如 是 从 到 sop 的 持 维 同 伦 ， 

(人 b) 设 g 琴 ->Pr 和 G 邢 XI 了 是 映射 , 使 Glw，0) 一 
D9 (0) (对 Ww 本)。 则 存在 映射 J 到 > 卫 和 六 WY, 使 
人) (0) 一 fg (ww) 及 g《w) 一 (9 (w)，9”(w))( 对 名 ET)， 我 们 
定义 GG 的 升腾 GY; VXI>Py 从 7 开始 使 

Gl, d=— (gy'(w), gw, )), 

其中 glw, 旭 EP1, 由 
g" (uw) (QF C2—)), 
(0<28<s2 一 <2 w EW) 
GU, 38 十 一 分 ， 
人 <3 一 3<28<2 WEW). 


所 定义 ,因为 p" 有 园 伦 升 眉 性 质 , 故 它 是 个 纤维 化 . 外 

从 此 得 出 ,纤维 化 9'，Pr> 了 在 取 了 为 值 域 的 映射 的 同 伦 范 
暑 中 等 价 于 原来 的 映射 庆 王 一 荆 (借助 # 下 -Pr 和 及 Pr> 子 )，。 
在 以 等 价 的 纤维 化 代替 了 的 同时 , 我 们 以 具有 相同 伦 型 的 空间 PP; 
代替 及; 而 在 $1.4 中 , 当 以 等 价 的 上 纤维 化 代 准 了 时 , 以 具有 模 
闻 伦 型 的 空间 Zi 代 兰 空间 了 了 ， 

两 纤维 化 py: 瑟 一 吾 利 入 加 >B 称 为 纤维 同 他 等 从 的 (或 称 
为 有 相同 纤维 伦 型 的 )， 若 存在 遇 射 J. 瑟 一 也 和 gs 及 ;使 
9 人 1 和 feogots( 在 此 意义 下 ， 了 和 yg 保持 纤维 , 即 pao =p 


及 Propa)， 映射 了 和 g 都 称 为 纤维 同 伦 等 价 。， 本 节余 下 部 分 
是 涉及 纤维 同 伦 等 价 的 、 

我 们 从 问 伦 映射 的 升腾 的 下 述 结果 开始 

了 9. 定理 设 p 召 >B 是 绎 维 化 , 且 设 Po, Fi 下 XT 一 > 盏 是 
陕 射 ， 给 定 同 伦 再 , peop 和 G: Fo| 卫 XxX0~P| 轩 XxX0, 使 
五 (x, 0, 二 pG(w, 0, 旭 ， 列 疮 在 吾 前 升腾 HH' 瑟 X 工 X 工 > 盏 ， 
它 是 从 Fro 到 到 的 同 伦 , 且 是 GG 的 扩充 

证 明 没 4=CxDU OxDU (TxD CIxI, 且 定义 

17. 


Fw, HEN = 


了 了 XA>B 合 
fw, £, 0) =oty, HD, 
fs, 0, 及 一 Go 0, HD, 
fn, $b, DD) Ps, 及 
则 互 !| 人 xXA4=p* 了、 因为 存在 Tx 了 到 自身 的 把 44 变 到 了 x0 的 
同 胚 ， 放 存在 芝 XIXI 到 自身 把 及 Xx4 变 到 于 xIx0 的 同 胚 , 
从 sp 的 同 伦 升腾 性 质 得 出 存在 瑟 的 升 轿 豆子 xIxX2->， 使 
HIZxA-7. 有 
取 互 和 G 为 驻 定 同 伦 , 我们 得 到 以 下 推论 ， 
11. 推论 设 P; 召 > 是 纤维 化 , 且 设 Wo, 本, 辕 XI 3 加 是 
同一 映射 的 并 详 ,使 Fo 全 XxX0=| 王 XxX0. 则 Fo 之 PrelTx 人 0. 几 
?2 


设 双 妨 > 召 是 纤维 化 : 且 设 邮 六 > 如 是 其 底 空 间 中 的 道路 , 由 
乡 的 同 伦 升 及 性质, 看 在 映射 了 ,pol0)) xI>, 使 p 了 ,有 
一 的 和 劝 ( 及 一 <[ 对 于 =Eoriot0 和 #E 妈 . 设 

Ff. 2 oO 一 说) 

是 机 各 PC 一 了 Cx, 1) ,根据 定理 10， 如 果 ww' 是 加 中 辣 纶 
的 道路 ， 且 如 黑 了 ,Fip 26(0)) x2—>B 使 全 (2 起 一 叫 鸭 ， 
pF'(w, 1) = (0), Fle, 0) ~ (wm, 0)[ 对 于 we€ pCe(0)) 
和 #1, 则 由 f(9) 一 了 (gw, 了 和 产 (0) 一 FP'(w, 1 定义 的 映射 天 
户 B1(o(0))->p-*iw(D) 是 互相 同 伦 的 ,从 而 有 一 完全 确定 的 同 
伦 类 [有 ELgp~(w<0)) p(w(DD)] 对 应 于 召 中 的 道路 类 [ew]。 
我 们 置 &[o] = [ 败 。 

下 述 定理 是 定理 2.3.7 对 任意 纤维 化 记 玫 前 形式 . 

12. 定理 设 加 >BB 是 纤 稚 化 。 则 在 在 俊昌 的 基本 广 群 
旨 同 耸 范 畸 的 反 变 泽 子 ， 变 bE 妃 为 了 上 的 由 维 ， 变 道路 类 [ 避 9] 为 
同 伦 类 [el 

证 明 者 思 基 在 互 的 常 值 道路 , 设 下 (5) XI 如是 遥 射 

9 加 一 驶 射 到 自封 的 同 答 豆 ; ff: -> 了 ,由 豆 [w; 从 =f(), 5EX，bEI 和 给 
出 , 一 一 译注 
,IT18。 


了 了 (o, 旭 一 w， 划 相应 的 由 了 (2) 一 站 (wo 站) 定义 的 映射 fp (6)-> 
多“(b) 是 忆 同 映射 从 而 
blo] = [lp-]， 

证 明 五 是 保单 位 的 . 

设 吕 和 o' 是 百 中 的 道路 ， 使 wb 一 oO 给 定 映射 
了 ,p(w(0)) xI>B, 使 了 Plz, 0 一 2 及 2F0o 个 = 人 芒 [对 于 
EDT(o(0)) 和 4E 丰 ,又 给 定 古 2r(o( 人 由)X 工 > 吾 便 玉 (o;0) 
~ 及 pF' (Ge 拉 ~w'( 们 (对 于 2/Ep (wo(0)) 和 #EI)。， 设 
天 pO(0))>p Ce/(0)) 由 (wm) 一 了 了 (w, 4) 定义 ,并 设 

EE", p(w(0)) xx 了 > 加 


， Ke, 时 (o<i< 到 到 Errio(D)) 
F"(w, = 
PC7 2-D (detel, Ep (ol0))) 
给 出 , 则 pF"(2, 有 D 一 (ro ) (OF'(s,0) =o[ 对 2Ep-(0(0)) 
和 旗下 设 产 rt(or(0))->pa(orGD) 由 产 o) 一 1 人 oo 力 给 
晶 ， 则 (6, 站 = PC (对 于 wEp (em(0)))， 这 证 明了 
Bo hl «hto], 

所 以 及 是 个 反 变 函 子 . 目 

这 确立 了 对 任意 纤维 化 与 推 治 2.3.8 相关 似 的 下 述 结果 ， 

18. 推论 若 名 轧 > 旭 是 纤维 化 , 底 空 间 是 道路 连通 的 ， 则 
其 任意 西 个 纤维 有 裙 同 的 伦 型 ， 和 

下 述 结 果 指 出 ， 同 伦 的 映射 诱导 出 的 纤维 化 是 纤维 同 伦 等 价 
的 . 

14. 定理 设 妈 加 > 旭 是 弛 维 化 , 且 设 fo fi 卫 下 B 是 周 伦 
的 。 则 有 从 也 由 所 和 由 及 分 列 计 导 的 纤维 化 是 纤维 同 伦 竺 价 移 。 

证 明 设 pu -> 和 ps 如 :> 下 分 别 是 从 由 如 和 及 话 
导 的 纤维 化 ， 且 设 彤 ， 如 o> 百 和 及，Bi> 召 是 相应 的 映射 ， 使 
go 户 一 forgo 和 po 及 =fiogx. 给 定 从 坟 到 丹 的 一 个 同 伦 
了 .了 xI->B， 存 在 映射 有 如 x 了 > 如 和 本 ;如 ,XI->B， 使 得 
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PP Po (ooX1D， gop (px1), FalBoxOm 和 
有 | 加 Xi 一 及 . 设 go: Bo*? 召 1 和 9: BBx>Bo 是 由 人 性质 Polw, 1) 
一 有 go(2) (对 于 EBD) 及 到 人 0) 一 fog1(9) (对 YE 如) 所 确定 
的 有 映射， 出 
peoo(gix1) = Bo(poxX1r)° (gx1r) 
Fo(mxX1n), 
Bolgxin)iBx0~ RIE x0. 

于 是 从 定理 10 推出 天 Pe (全 二 ) 。 以 类 似 拘 方 法 得 出 De 
Pio(goX17)， 这 蕴涵 guo, 及 gole. 和 

显然 , 常 什 映射 诱导 平凡 的 纤维 化 , 且 有 以 下 结果 ， 

15. 推论 若 Pp: 恕 ->B 是 纤维 化 , 及 昌 可 缩 , 则 多 纤维 同 伦 
等 价 于 平凡 纤维 化 BX p71(B0) 一 B( 对 于 任意 56EB). 目 

设 怠 是 空间 ， 它 是 菜 空间 了 与 的 联接 ， 则 B=~0- 了 PU 
O+ 了 ,其 中 O_- 了 和 O47 是 了 上 的 锥 形 , 且 O- 了 NC:Y ~ 了， 设 
如 EP 了， 且 设 p， 恕 ->B 是 纤维 化 ， 其 纤维 Pomp "1(Bo)、 从 推 
论 王 得 出 ， 存 在 纤维 同 伦 等 价 f-: 0- 了 x Po>p (0 了) 和 
gr:93O) 一 0+ 开 X 六 o， 对 多 的 一 个 控制 函数 及 了 xX 也 o>FPo 
是 个 函数 上, 由 等 式 

grf-(y, = (y, ply, 为) YEY, rE Fo) 

所 定义 ,其 中 六 O-Y x Fo>p (0- 了 ) 和 gt: pO4P)->047 
x Bo 是 纤维 同 伦 等 价 ” 著 OY 和 0O+Y 是 相对 于 刀 可 缩 到 go 
的 , 则 由 定理 10 得 出 ,可 选取 六 和 gr 使 得 sf-(go， 人) 同 伦 于 
映射 了 oCp KO 了), 且 xi>gr(z) 同 伦 于 Po 到 OY x 了 Po 的 帕 射 
zt>《yo, 在 此 情况 下 ,对 应 于 f- 和 yg; 的 控制 函数 如 有 性质， 
映射 *rr> (go, 办 同 伦 于 人 恒 同 映射 Fo 

设 召 ,是 S* 上 的 纤维 从 ,由 示 性 映射 mw 吕 > 好 所 定义 , 如 
例 2.7.5 中 给 出 的 (其 中 介 是 纤维 也 的 同姓 群 )。 则 酌 一 Oo 
和 本 =0+8"1， 且 易 核 实 了 -和 yi 可 如 是 选取 使 得 相 成 的 控制 
函数 .S91x 也 -> 也 是 映射 jx, 2) 一 p (2)z。 
120 


第 2 章 习 题 


局 部 连通 性 
， 证明 空间 工 局 各 当 且 仅 当 对 于 < 在 云 审 的 年 一 领 怠 了 存在 
?的 邻 域 了 使 在 中 在意 点 坑 可 被 可 中 鸡 道路 连接 
. 著 开 是 空间 ， 记 飞 为 集合 下 中 由 芝 鸭 开 集 的 道路 分 支 生 刻 的 新 秆 太 
秆 新 给 出 的 拓扑 空间 ， 证 明 有 是 局 部 遵 路 连通 的 ， 生 芷 的 钥 同 映 忒 是 
连续 阴 类 二 于 > 六, 有 性 了 :对 任意 局 部 才 由 连通 空 间 了 , 秃 数 大 =» 之 
连续 , 当 基 仅 当 jo 了 一 天 是 连续 的 . 
对 任 总 空间 五 设 轩 各 二 时 > 基 如 天 2 中 所 结 ， 证 明 i 民 
RS 
覆 秋 空间 
,证 互 吓 两 个 闭 单 连通 日 局 部 道路 连通 子 售 筷 和 怠 的 并 . 使 41B 由 一 
点 组 成 ， 证 明 若 次 请-* 互 是 有 唯一 道路 升腾 的 非 空 道路 过 通 共 奸 维 化 ， 
网 刀 是 同 肚 . 
: 设 信 ={(x, 肪 E |z 或 y 是 整数 ), 且 设 
= 8 一 {(et 2 € KS =1 或 m=, 
谍 明 映射 名 五 一 及 使 plz, 的 一 (ee er 人 是 村 和 投射 
. 设 公信 > 刀 上 题 所 丸 , 设 了 多 为 
¥=1{(7, DE RIOSTEL, 0ay<H. 
证 明了 是 实 的 次 纺 核 , 是 (pl 了 I)# 映 mY) 的 此 成 元 到 =( 开 ) 中 与 开 的 
两 散 相 对 应 王 元 素 的 交换 子 。 、 
,宇明 mw(S4Y 3 是 非 党 换 的 . 
覆 厨 空间 ez: R>5! 
、 对 仁 一 空间 芝 证 明 映 射 下 > 异 可 升 情 于 映 时 下 之 > 各 使 Fro 天 
当 肚 仅 当 了 是 志 伦 的 . 
设 并 是 连通 局 部 章 路 连通 空 习 ， 少 基点 zo 文 ， 证 机 敬一 爱 射 
[3, zo, >Home, ro) wn, 1)) 
变 [ 门 为 问答 


Fu mE, wo) at, 1), 
»121. 


则 它 是 单 癌 志 ( 该 同 伦 类 的 集合 是 群 ， 由 81 上 的 群 构造 给 出 它 的 宪 构 
迁 ). 

3. 证 明 从 一 单 连 逐 局 部 道路 闫 通 空间 到 8+ 的 任意 两 个 爱 射 是 局 伦 的 ， 

和， 证 明 对 m>2, 实 射影 空间 瑟 到 8 吕 攻 任 一 驱 射 是 过 从 的 ， 

二 证明 设 有 了 肤 六 产科 一 站 (下 汪 >8) 使 天 了 二 一 一 KO. 

6 Borsuk-Ulam 定理 证 明 车 天 印尼 ?是 贞 射 使 六 一 切 一 一 7 则 
存在 点 me 印 使 Frol 一 0D. 


D 拓扑 群 的 覆 杰 空间 

1. 设 吾 是 拓 提 群 避 的 子 群 , 且 谱 G/ 瑟 是 其 右 陪 集 揭 齐 性 空间 证 注 投 射 
G->B/ 克 是 于 玲 投射 , 当 上 且 仅 当 互 是 离 茹 的 。 . 

2. 证 用 拓扑 群 的 连通 局 部 道 吕 连通 六 又 空间 可 给 愉悦 的 构造 使 之 成 为 匠 
反 妊 , 投射 为 局 柱 . 

从 一 拓扑 群 台 到 男 一 个 的 局 草 同 才 是 从 G 中 。 的 菜 令 直到 
@@ 的 连续 瑛 射 , 使得 车 gs gr， gn9s EV, p992) 一 9 (qtypC92》， 从 
G 到 G' 的 一 局 部 同 要 是 从 “的 某 邻 城 媚 弄 | o 的 某 邻 域 .如 前 同 胰 9, 使 
9 天 9- 是 两 个 局 部 同 亚 ( 在 此 情况 下 , G 和 G 称 为 局 部 同 构 稚 》。 
8. 证明， 连通 拓扑 群 同 的 连续 司 坟 吕 G9 一 GH 是 恒 且 投射 ， 当 上 且 仅 当 存在 
。 在 中 的 邻 城 本 使 o|U 是 从 G 到 全 的 局 知 同 构 ，。 

4. 设 9 是 从 连通 拓 站 群 日 到 由 女 中 < 的 连 到 邻 城 林 确定 的 拓 守 群 个 的 
局 部 同 态 ， 议 全 是 GxGr 中 由 9 的 图 橡 生成 的 也 群 ( 即 由 1(9， 9 
Gx'1g'=g(9), 9€D} 生成 的 于 群 ;， 给 如 以 拓 训 ,由 取 | 畏 的 图 像 
为 (e, 5) 的 仲 城 的 基 , 其 中 变化 于 。 在 中 的 邻 泻 肉 ， 证 明 全 是 连 
通 扩 扑 群 ,投射 As G->G 是 要 到 投射, 且 投射 pr; 各-xG' 是 壬 续 的 . 

5 证明 两 连通 所 部 道路 连通 拓 裤 群 局 部 同 询 ,， 当 且 仅 归 有 一 拓 失 证 ， 它 是 
这 两 个 拓扑 群 的 要 到 空间 

6 者 是 单 六 通 局 部 省 站 过 通 折 六 游 ,入 是 从 到 折 提 但 lf 的 高 孝 同 
态 证 明 存 在 连 扰 问 春 94 9 >G, 在 4 中 “的 某 邻 域 上 与 p 其 侣 . 


五 纤维 化 
1. 老 P 也 如 是 纤维 化 , 证 明 2( 吾 ? 奶 忆 的 道路 分 支 的 并 ， 
2. 着 一 纤维 东 有 道路 连通 的 席 空 间 ， 且 某 个 纤维 是 道路 连通 的 ， 证 明 其 总 
空间 世 是 道路 连通 的 , 二 
3、 设 和 P 如 ?> 召 是 纤 继 化 ， 且 设 闪 是 局 若 紧 致 的 Hanstprf 空 间 ， 定 尺 
2 思 7 下 ?， 澳 (9)==p "对 于 9: 卫 了 B)， 评 昌 p 是 纤维 化 ， 
4 设 热 五 * 马 是 纤维 化 ; 且 设 6oE p(B), 了 Pep (bo)， 设 卫 是 一 空间 , 视 
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为 难 形 0X 的 子 集 ， 证 用 映 币 
gw [OX, X;B, FJ >IOX, X;B, bo] 
是 双 陕 ， 
设 p 了 > 电 是 鱼 维 化 ,和 且 没 62k Bo=pler)， 人 ep bo)， 落 加 且 衣 
连通 的 , 证 明 w《， eo) xm《 加 ,eo) 是 满 同 六 . 
、 设 用 如 是 纤维 化 , 自 设 eo& 加 和 如 一 pkeo)， 若 p74CBo) 是 单 连通 的 ， 
证 明 
Pa: WE, eo mB, bo). 加 
“ 设 加 吾 -* 刀 是 纤维 化 ，poEp( 吾 )， 入 如 单 连通 ， 证 明 在 mB，a) 和 
的 (pa) 的 道路 分 支 集合 之 间 存 在 一 个 双 映 ， 


第 3 章 多 面体 . 


在 第 2 章 中 论述 了 用 基本 群 函 子 对 覆 释 空间 分 类 ， 本 章 考 虑 
特殊 空间 的 基本 群 的 计算 问题 ， 现 在 来 说 明 许多 空间 (多 面体 类 ) 
的 基本 群 可 以 用 生成 元 和 关系 来 描述 . 

一 个 多 面体 是 个 拓扑 空间 ， 它 容许 有 一 个 单纯 复 形 的 三 角 痢 
分 ， 这 桩 , 我们 从 研究 单纯 复 形 范 畸 开始. 每 个 单纯 复 形 由 顶点 
和 单纯 形 的 一 个 抽象 系统 组 成 (每 个 单纯 形 是 顶点 的 有 限 集合 ). 
与 这 种 单纯 复 形 相 联系 的 是 一 个 拓扑 空间 ， 它 由 凸 胞 胜 按 此 抽象 
系统 的 规定 拼合 而 建立 起 来 .内 为 这 个 抽象 系统 决定 了 该 空间 的 
拓扑 性 质 , 所 以 单纯 复 形 和 网 面体 的 研究 常 称 为 组 会 拓扑 学 . 

一 个 紧 致 多 而 体 容许 按 一 个 有 限 单纯 复 形 进行 三 角 前 分 ， 这 
样 ,这 些 空间 可 以 以 有 限 的 条 款 来 有 效 描述 , 且 对 涉及 的 函 子 可 计 
算 性 间 题 提供 了 一 类 有 用 的 空间 . 

$3.1 和 §38.2 介绍 多 而 体 的 定义 和 初步 拓扑 性 质 ，$ 3.3 引 
入 单纯 复 形 的 重 分 的 概念 ， 并 且说 明了 一 个 紧 致 多面 体 容许 任意 
细 的 三 角 剖 分 ， 此 结果 在 8 3.4 中 用 于 证 明 单纯 逼近 定理 ， 它 断 
富 从 紧 致 多 面体 到 任意 多 面体 的 连续 映射 可 由 单纯 映射 所 逼近 . 

在 $3.5 中 单纯 逼近 技术 用 于 证 明 从 紧 致 多 而 体 到 任意 多 而 
体 的 连续 映射 的 同 伦 类 集合 可 以 抽象 地 以 多 面体 的 三 角 剖 分 的 语 
言 来 描述 ， 在 8 3.6 中 这 结果 用 于 把 多 面体 的 基本 群 抽象 地 描述 
为 其 三 角 剖 分 的 楼道 群 , 这 在 8 3,7 中 用 于 得 到 多 面体 的 基本 群 
的 生成 元 和 关系 的 体系 ， 在 $3.7 中 也 说 明了 基本 群 函 子 提供 了 
连通 一 维 多 而 体 的 同 伦 范畴 的 确切 表示 .8 3.8 由 关于 基本 群 的 
结果 的 应 用 , 多面 的 一 些 例子 , 以 及 任意 曲面 的 基本 群 的 描述 记 组 
成 . 
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81 单纯 复 形 


本 节 包 括 单 纯 复 形 范畴 的 及 由 此 范畴 到 拓扑 空间 范畴 的 协 变 
函 子 的 定义 . 

一 昔 纯 复 形 区 由 项 点 集合 {v} 和 {2} 中 一 族 称 作 单纯 形 的 非 
空 有 限 子 集 { 对 所 组 成 , 使 得 

(a) 任 一 恰 包 含 一 个 顶点 的 集合 是 个 单纯 形 。 

(b) 一 个 单纯 形 的 任 一 非 空 子 集 是 个 单纯 形 . 

刚好 包含 4 十 1 个 顶点 的 单纯 形 s 称 为 g 维 单 站 形 ; 我 们 也 可 
说 8 的 维 数 是 g， 记 以 dim s=gqg。 若 Cs， 则 8 称 为 8 的 面 (车 
克 s, 称 为 真 西 ), 若 8 是 Pp 维 单纯 形 , 它 称 为 的 p 维 西 车 s 是 
4g 维 单纯 形 , 则 s' 是 :的 叭 一 的 4 维 面 ， 称 s 的 面 为 真 面 ， 若 
dims'<g、 显然 , 任 一 单纯 形 仅 有 有 限 个 面 。， 因 为 s 的 面 的 任意 
面 也 是 8 自己 的 面 ， 故 区 的 单纯 形 由 面 的 关系 给 出 了 偏 序 ( 若 8 
是 * 的 面 , 记 s<s)， 

从 条 件 @@) 得 出 ， 下 的 0 维 划 纯 形 双 映 地 对 应 于 民 的 顶点 . 
从 条 件 (b) 得 出 , 任 一 单纯 形 由 其 0 维 面 决 定 。 所 以 六 可 视 为 等 
于 其 单纯 形 的 集合 , 且 把 五 的 顶点 等 同 于 其 相应 的 0 维 单纯 形 . 

下 面 列举 一 些 例子 ， 

1 单纯 形 的 空 集 是 单纯 复 形 , 记 作 儿 

2， 对 任 一 集合 4， 筷 的 所 有 有 限 非 空 子 集 的 集合 是 单纯 复 
形 . 

8. 车 s 是 单纯 复 形 下 的 单纯 形 ， 则 * 所 有 面 的 集合 是 单纯 
复 形 , 记 作 3. 

4, 车 s 是 单纯 复 形 区 的 单纯 形 ， 则 * 记 有 真 面 的 集合 是 单 
纯 复 形 , 记 人 5 . 

5. 车 区 是 单纯 复 形 ， 湛 g 维 骨 架 Ks 定义 为 这 桩 的 单纯 复 
形 , 它 由 下 的 所 有 zp 维 单纯 形 组 成 (对 所 有 P<9) . 

6. 给 定 集合 又 及 其 一 个 子 集 族 久 一 【有 2NMp 的 神经 记 作 
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下 (WY), 是 个 单纯 复 形 ,其 单 红 形 为 的 有 非 空 交 的 有 限 非 空子 
乐 ， 这样 , 玉 CY ) 的 顶点 为 六 的 非 空 元 素 。 

7. 车 五 ; 和 起 ， 是 划 纯 复 形 , 其 联 读 玉 1w 玉 s 是 个 单纯 复 展 ， 
由 

KxFKs ~ FV EaU {sr Vs lau€E RK, ERs} 

所 定义 ， 这 样 . 无 ,x 到 的 顶点 集合 即 为 下; 的 顶点 集合 和 五 a 的 
顶点 集合 的 集合 各 . 

8. 有 一 单纯 复 形 , 其 顶点 集合 为 也 单纯 形 集合 为 ， 

{{fmjlnmE 名 Un nt1} lnEE}. 

9. 对 w 之 1， 让 举 标 的 大 小 给 2" 以 偏 序 ( 评 即 , 任 给 2 EE 
Zo 则 zs<z", 车 其 仅 标 在 如 中 如 <<3)， 存 在 一 个 单纯 复 形 ,其 项 
点 集合 是 名， 且 单 纯 形 是 2* 中 有 轨 非 空 的 全 序 子 集 {20 …，% 
( 亦 即 < 如 入 … 呈 二 使 对 析 有 li<m 有 骤 一 叹 =0 或 工 . 

著 下 是 单纯 复 形 , 营 维 数 记 作出 m 区, 定义 如 下 : 著 互 是 空 
集 珊 定义 dm 下 一刀 阁下 包含 ww 维 单纯 形 , 但 无 (w+ 了 维 单 
纯 形 , 则 定义 dim 一 wi 车 区 包含 % 维 单纯 形 ( 对 所 有 的 >>0)， 
到 定义 dim 下 一 co， 这 样 , dim 尺 一 sup{dim sjsEEK}。 玉 称 为 
有 了 能 的 ,车 它 仅 包含 有 聚 个 单 印 形 ， 若 玉 是 有 跟 的 , 则 dm 下 < 
coi 然而 , 芳 @m 羽 <co, 则 区 不 见得 有 限 ( 例 8 即 为 维 数 为 工 的 
无 限 单纯 复 灌 ) . 

单质 上 映射 四 1>Es 是 从 五 :的 顶点 到 忌 s 的 顶点 的 函数 
多 使 对 任意 单纯 形 :GE 五， 其 象 鸣 是。 的 单纯 形 ， 对 任意 的 
五 ,存在 恒 同 单纯 号 射 lx: 五 一 玉 对 应 于 顶点 集 的 恒 同 映射 .给 


定单 纯 肝 射 及 ,一 <> 下。 -> 到 s， 合 成 单纯 觅 射 Wo 1 Fs 
对 应 顶点 映射 的 合 感 ,所 以 有 单纯 复 形 和 单纯 映射 的 范 栈 . 

单纯 复 形 下 的 一 子 复 形 工 ， 记 为 CE 是 五 的 子 集 ( 即 
3E I>sE 下 )， 且 要 求 是 个 单纯 复 形 ， 显然 下 的 子 集 工 是 于 复 
形 , 当 且 私 当 及 中 的 任意 单纯 形 若 为 工 的 单纯 形 的 面 也 必须 是 
工 的 单纯 形 ， 车 LC 天, 则 有 单纯 包含 映射 和 工区 
18 . 上 


子 复 形 CK 称 为 满 的 ， 若 KK 的 每 个 全 部 顶点 都 在 五 中 的 
单纯 水 月 身 也 属于 ， 于 是 及 的 子 复 形 广 由 全 部 下 述 的 单纯 
形 组 成 ， 即 其 顶点 没有 一 个 在 五 中 。 显然 , 不 是 下 的 与 五 分 离 
的 最 大 的 子 复 形 .车 3~ {wo, oz, …， v6) 是 区 的 任意 单纯 形 ， 则 
或 者 3 没有 顶点 在 荆 中 (此 时 sE€), 或 者 每 个 顶点 都 在 荆 中 (此 
时 sE 工 六 荆 是 满 的 ), 或 者 项 点 可 如 是 排列 , 使 得 wE 石 对 ic 
及 扣 纤 廿 对 6>p, 其 中 0<p<g， 在 此 情况 下 ,s 二 # Us”, 其 中 站 一 
{vo,，…, op} 属于 工 ,车 荆 是 满 的 ;x 一 {vp+ts …a 叶 在 如 中 ， 所 以 
我 们 有 以 下 结果 . 

10 引 理 若 钱 是 区 的 满 子 复 形 ， 且 好 是 区 的 与 工分 离 
的 最 大 子 复 形 ， 则 下 的 任意 单纯 形 或 在 到 中， 或 在 万 中 ,或 有 形 

式 8Us" 使 SED 及 s*EN. 肯 

有 个 单纯 偶 ( 尼 ,五 ) ( 即 K 是 单线 复 形 , 荆 是 子 复 形 , 允许 及 
空 的 ) 及 单纯 喘 射 p: (EK, 五) > (Ks，JIs) ( 即 p 是 单纯 映射 1> 
五 使 g(1h) CD) 的 范 随 ， 单纯 复 形 的 范 随 是 单线 偶 的 范 随 的 满 
子 范畴 . 也 有 点 标 单纯 复 形 K 和 保 基 顶 点 单线 映射 的 范畴 ( 亦 即 ， 
玉 是 带 有 一 个 指定 基 硕 点 的 单线 复 形 )， 这 是 单纯 个 范畴 的 满 子 
范畴 .下 列 是 一 些 例子 . 

和， 对 于 任 沁 的 gg 维 骨 架 Ke 是 KK 的 于 复 形 ， 且 车 Pp 所 
全, 则 Kr? 是 到? 的 子 复 形 . 

了 现 . 对 于 任意 的 EE, 有 子 复 形 sC3CK。 

13. 着 {Iy}ses 是 的 于 复 形 族 , 则 Nn 和 本 也 是 玉 的 
子 复 形 . 

14. 给 定 4CT,，W={ 瑟 } 是 于 的 一 个 子 集 族 , 且 Ka(W) 
是 六 中 所 有 这 样 的 有 限 非 空子 集 厂 作成 前 族 ， 即 玩 的 交 与 4 
交 守 非 空子 集 ， 则 及 (YW ) 是 神经 区 (W ) 的 子 复 形 . 

我 们 现在 来 定义 从 单纯 复 形 和 单纯 映射 前 范畴 到 拓扑 空间 
和 连续 册 射 的 范畴 的 协 变 画 子 ， 给 定 非 空 单纯 复 形 K, 设 |K | 是 
从 天 的 顶点 集 到 了 工 的 所 有 满足 下 列 条 件 的 函数 “的 集合 ， 

的 对 于 任意 的 w {oE 瑟 |xfo) #0} 是 玉 的 单纯 形 (特别 

27 。 


地 ,ako) 关 0 仅 对 顶点 的 有 限 集 合成 立 )。 

《b) 对 于 任意 的 &， 

-1, 

车 玉 一 和 则 我 们 令 | 区 | 一 

家 存在 |K| 上 的 度量 色 由 

ola, 有 =-V 习 Latw) — BO 

定义 ， 且 在 | 下 | 上 出 此 度量 定义 的 拓扑 称 度量 本 相 ， 具有 度量 扰 
盾 的 集合 [区 | 记 为 |Kls. 

我 们 将 在 | 到 | 上 定义 另外 一 个 拓扑， 对 sE 区 , 半 包 单线 形 13| 
由 

ls|={aE|K||a() F030Es} 

给 出 . 

车 * 是 9 维 单纯 形 , 则 |s| 一 一 对 应 于 集合 {eERe10<m< 
1 Zei= 匡 .进一步 , | 玉 |。 上 的 度量 拓扑 诱导 出 |s| 上 的 拓扑 , 将 
其 作成 同 胚 于 上 述 了 et 的 紧 致 凸 子 集 的 拓扑 空间 js|s。 车 

3 ER, 

刚 显然 sn 或 为 空 集 (此 时 | [1 aa| ~ 纪 ) 或 为 呈 的 且 是 四 的 
曾 ( 此 时 |sNns|= [a| 站 |s|)， 记 以 ,在 每 种 情况 下 , |alan|sja 
是 [sls 和 |ss|s 中 的 团子 集 , 且 在 其 交 上 由 |s| 诱导 的 拓扑 等 于 
由 |s]s 诱 导 的 拓扑 ， 由 引言 的 定理 2.5 得 出 | 玉 | 上 有 一 拓扑 , 上 
紫 率 {|s|s|sE 玉 }、 这 拓扑 称 为 上 凝聚 拓 盾 , KK 的 空间 也 记 | 瑟 |， 
是 具有 上 凝 到 拓扑 的 集合 | |、 在 文献 中 也 称 上 凝聚 拓 扑 为 对 
拓 坤 )。 注意 | 引 = |sja; 也 用 |s| 记 空间 |51. 

因为 在 上 凝聚 拓 盾 中 子 集 4C| 开 | 是 闭 的 (或 开 的 )， 当 且 仪 
当 40]s| 在 [sj 中 是 闭 的 (或 开 的 ) (对 每 一 个 s€ 区 }. 我 们 有 下 述 
定理 及 其 推论 . 

6。 定理 函数 岂 | 及 |-> 卫 ,其 中 玉 是 本 提 空 间 在 上 交 取 
“ 拓 提 中 连续 , 当 且 仅 当 | |s|; |s|-> 了 连续 ,对 于 每 一 个 SEK. 时 

16. 推论 函数 户 | 已 | 一 克 在 上 凝聚 后 站 中 是 连续 的 ， 当 及 
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仅 当 了 IK?|; 1 中 > 年 是 连续 的 (对 于 每 一 个 9 滨 站. 御 

从 定理 三 排出 ,集合 | 下 1 章 伍 同 典 射 是 连续 映射 1K]->| EE|. 
注意 ,， LCEK=>' 荆 |CIKRI, 且 |Zls 是 | 下 |s 的 闭 子 集 (这 列 涵 | 荆 | 
是 | 玉 | 的 阅 于 集 )、 进 一 步 , 若 {1s}yer 是 :KR 的 于 复 形 族 , 则 


UlZl=!1U Dl 
且 N15l=1NDl. 
上 凝聚 拓扑 有 下 还 性 质 : 


17. 定理 ”对 于 任意 单 闻 复 形 下 ,其 空间 ] 瑟 } 是 正规 的 
Hausdoxff 空间 , 

证 明 因为 I's 是 Hausdorff 空间, 且 ||->| 下 |s 是 这 
绪 的 ,所 以 | 下 | 是 Hausiorf 空间 ， 为 证 明 | 玉 | 是 直列 的 , 只 须 说 
明 著 盖 是 | 瑟 ! 的 闭 子 集 , 则 任意 连续 肤 射 疡 4->I 可 被 连续 扩充 
至 | 尼 ! 上 即 可 ， 出 定理 15, 了 的 这 样 的 扩充 的 存在 性 等 价 于 一 个 
带 指标 区 连续 映射 族 ff ls| 一 TlsE) 使 

(@) 若 * 是 。 的 面 , 则 户 ||y! 一 fo 

(b) Fl AN LsD) =F1 AN 1sD) 

鸭 存 在 性 . 

族 { 广 } 的 存在 性 由 对 dims 来 归纳 证 明 , 著 是 0 维 单 形 , 则 
|si 是 单 点 ,并且 ,或 则 |s|€ 雪 , 此 时 定义 二 一 站 |s|; 或 则 1s| 瑟 4， 
此 时 随意 定义 户 ， 

设 4>0 且 设 户 对 所 有 dims<9 的 单纯 形 : 已 定义 , 满足 条 
住 (多 和 (b)、 纺 定 一 个 9 维 单纯 形 s, 定 文 万 ; [1U (AN |s] >I 
由 下 列 条 件 确定 ， 

下 ||s1=fr，s 是 4 的 真 面 。 
- FLANTsD = 用 Cdnlsl). 
因为 {fv}sor<o” 满足 条 件 的 和 人 ， 改 天 是 从 js| 的 闭 子 集 
的 原文 为 严 ||g| 一 疡 , 吕 是 的 面 , 似 有 误 。 一 一 译注 


《9 态 文 汰 依 atmrca 亿 有 误 ， 一 一 详 生 
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IIUC4n' si 到 了 药 连 续 暴 射 , 由 Tistze 扩充 定理 ,着 在 户 的 
连 变 扩充 天 [sl->7. 时 

同样 的 技术 可 用 于 证 明 | 辫 | 是 完全 正规 的 ( 即 | 五 | 的 每 个 闭 
子 些 是 | 五 | 上 每 个 连续 实 值 画 数 的 0 值 集合 )， 县 拟 紧 致 . 

对 sSS 区 ,定义 开 单 化 形 《3) 己 | 区 | 为 

{eaElK|Ia() #0 ES}. 
遇 然 六 单纯 形 是 | 起 | 中 的 税 乐 ， 但 弄 单线 形 不 见得 在 1 及 | 中 是 开 
的 ， 然 而 , 开 单 纯 形 <s> 却 是 ] 引 的 开 子 集 , 因为 8》 一 |sl:- 必 
一 点 aE1 吾 | 属于 唯一 开 单 纯 形 (也 就 是 开 单纯 形 <》 其 中 8= 
也 拓 豆 |a 人 (人 关 0)。 所 以 开 单纯 形 构成 对 [五 | 的 分 割 . 

若 盖 是 | 玉 | 的 非 空 子 集 ， 它 包含 在 某 闭 单纯 形 里 ， 则 有 了 唯一 
的 最 小 单纯 形 sEK 使 4 己 |s|。 这 个 最 小 单纯 形 称 为 4 在 区 里 
药 承 载 子 , 若 了 CS》 刚 4 的 承载 子 必然 是 8， 特 别 地 ,| 下 | 的 任 
意 点 “有 一 个 单纯 形 3 使 a€ <s>, 作为 其 承载 子 . 

18. 引 理 设 4 喧 | 下 | 则 忒 包含 一 个 离 数 子 全 (在 上 涛 聚 
新 站 中 ,由 共 个 与 二 咎 交 的 开 单 好 及 内 洽 好 一 个 下 其 组 诚 。 

证 明 对 每 个 合 40 人 ?zx8 的 SG 下， 设 E4h 人 sy 且 设 
由 一 [osj， 因 为 任意 团 单纯 形 最 多 只 能 包含 4 的 有 限 子 集 , 这 得 
出 刀 的 每 子 集 在 上 凝 素 拓 扑 中 是 闭 的 ,四 4 是 离散 的 . 上 

因为 任 淮 折 扑 空间 药 紧 至 子 集 不 可 能 包含 无 电离 散 集 ， 故 有 
以 下 结果 : . 

19. 的 论 | 交 | 的 等 个 蛇 臻 子 信 包含 于 有 限 个 开 单纯 形 的 并 
中 医 

一 个 有 限 单 续 复 形 的 空间 是 紧 致 的 ， 共 推论 19 可 得 到 其 六 
命题 ， 

种 . 推论 部 地 复 形 区 是 有 限 的 , 当 且 保 当 |KK | 是 紧 致 的 . 基 

我 信 建 立 类 似 于 定理 基 的 下 述 癌 伦 定理 . 

21. 定理 古 数 了 :| 尺 | 了 > 下 是 省 续 的 ， 当 上 且 仅 当 

FP (sl XD: ls| XI 
对 鱼 个 s 亿 上 尺 是 连续 的 。 
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证 明 ”因为 | 天 [关于 其 闭 单 纯 形 有 上 凝聚 拓扑 ， 且 每 个 闭 音 
纯 形 是 | 并 | 的 闭 紧 致 子 集 , 因 之 , | 下 | 是 紧 致 生成 的 ， 由 引言 的 定 
理 2,7，| 忆 |x 工 也 是 紧 数 生成 的 .十 推论 但 得 出, [区 | x 工 的 每 
个 紧 致 子 集 包含 于 | 荆 | x 工 中 , 荆 为 下 的 某 个 有 限 子 复 形 ， 所 以 
| 下 | x 工 有 关于 族 {|xI|5C 玉 , 工 有 限 } 的 上 凝聚 拓扑 ， 显 
然 此 拓扑 重合 于 关于 {|s| xI[s€E 及 } 的 上 北 诊 拓 朱 (因为 车 荆 是 
有 限 的 , 则 | 五 | x 工 有 关于 {|s| xI|sE€ 帮 的 上 小 到 拓扑 ). 昌 
车 pg， 区 :>K's 是 单纯 映射 , 则 存在 连续 映射 |p|s。 | 天 :| 一 
[到 Ks] 出 - 
Iplal) (0) = Beeorwa(o) (wv EEKS) 
给 出 、 辐 样 的 公式 定义 了 连续 映射 1p[: | 及 11->| 隐 sl， 且 有 交换 
方形 


简单 地 验证 便 可 说 明 | | 和 | | 是 从 单纯 复合 形 范畴 到 拓扑 空间 
范畴 的 协 变 函 于 , 且 | 瑟 |~| 瑟 | 是 它们 之 间 的 自然 变换 ， 这 两 个 
函 子 也 可 以 看 成 是 从 单纯 偶 范畴 到 拓扑 空间 偶 范 畴 的 函 子 . 

一 个 拓扑 空间 下 的 一 个 三 角 鹿 分 (KK， 了 ) 由 一 个 单纯 复合 形 
五 和 同 目 天 | 下 |-> 下 组 成 . 著 卫 有 一 三 角 前 分 , 则 耳 称 为 多 
面体 。 类 似 地 ， 偶 ( 开 ，4) 的 一 三 角 剖 分 ((, 杞 , 用 由 单纯 偶 
《丸和 同 是 疡 《| 天 |，| 卫 ) 一 (民力 组 成 ， 若 ( 王 ， 4) 有 一 
三 角 市 分 , 则 ( 卫 ，4) 称 为 多 面体 售 。 一 般 来 说 , 一 个 给 定 的 多 面 
体 可 以 有 三 角 剂 分 (Ra 了) 和 (Ks 风 而 单纯 复 形 站 i 与 KK 是 
不 同 构 的 . 

下 列 是 一 些 例子 ， 

2 对 于 任意 的 wz (了 "4 5") 同 胚 于 (|31, ||)， 其 中 8 
是 (n+ 人 维 单纯 形 ， 所 以 (B""+ 8") 是 多 面体 侦 . 

23. 给 定 下 为 例 8 的 弟 结 复 形 , 且 定 义 天 | 到 |>BB 使 

FF 人 上) 一 


sd3i， 


及 天 |{s, 4 十 匡 | 是 和 om 十 匡 | 到 闭 区 间 [m, x 十 世上 的 同 肚 , 强 
,及 是 也 的 三 角 刘 分 , 且 卫 是 多 面体. 

踊 . 对 于 wzl 给 定 五 是 倍 9 的 单纯 复 形 , 且 f | 区 |-> 了 BR" 
由 等 式 (了 四)= 了 eeuate) 42): 定义 ， 则 (区 , 用 是 BR" 的 三 角 前 
分 ,县 Br 是 多 面体 . 

给 定 一 顶点 vE 下 ,定义 其 星 形 

stio= {aE|EKl|a(o) 二 时 
因为 a->alv) 是 从 | 五 |z 到 工 的 连续 映射 ， 所 以 sty 是 在 | 下 14 中 
开 的 , 且 从 面 也 在 | 下 | 中 是 开 的 ， 从 定义 直接 得 到 
Estw <> 的 承载 于 以 4 为 顶点 

， 人 ai EL? 其中 3 以 ?为 桥 点 ，， 
所 以 st 一 Us 是 8 的 顶点 }. 

名. 引 理 设 和 C 正 ， 且 设 zo op 2 是 五 的 于 点 ， 刚 
to mi 是 卫 的 一 个 章 怨 形 的 而 点 ; 当 且 饮 当 

站 oa st 站 | 天 | 闫 多 - 

证 明 着 有 单纯 形 sEIL 以 ww …, va 为 顶点 ， 风 从 二 中 机 
对 每 个 名 且 《s>| 工 |, 所 以 nstacn [五 [ 关 人 反之 。 若 站 st 站 
| 设 gENstwn |, 测 afoo 关 0( 对 于 0<i<g), 且 = 的 
承载 于 是 工 的 单纯 形 s, 其 顶点 包括 wo, …, %,、 葡 集合 {vo,…,to} 
是 :的 面 , 得 必 定 属 十 工 , 油 为 是 个 单纯 复 形 . 和 

这 建立 了 七 和 顶点 星 形 做 或 的 | 区 | 的 开 和 覆盖 之 间 的 下 述 关 
系 . 

种 . 定理 设 儿 ={siv|tEK}. 则 由 gpl) =sty 定 义 的 从 

下 到 区 (入 ) 的 映 身 g, 是 单纯 同 袍 Mp， 民心 民 ( 慨 ), 且 对 生意 的 
LOK, p TL~FKlz (2). - 


$2 单纯 复 形 中 的 线性 性 质 


在 所 有 从 任意 集合 到 也 的 函数 的 集合 内 的 线性 构造 定 祥 了 
交 单纯 同 格 , 记 泳 忆 是 指 芹 纯 昌 形 和 单 站 吹 遇 范 畸 中 的 等 优 ， 一 一 译 汪 


单纯 复 形 的 空间 中 的 训 性 性 质 ， 本 节 提 供 对 这 种 线性 性 质 的 研 
究 ， 我 们 证 明 一 个 闭 单 纯 形 |s| 同 且 于 以 ]3| 为 底 的 杀 形 。 这 蕴涵 
一 个 闭 单纯 形 可 以 到 “ 航 坐 标 *" 作 参数 , 它 对 于 构造 喘 射 是 方便 的 . 
我 们 用 以 证 明 多 面体 偶 对 任意 空间 有 同 从 扩充 洗 质 . 

我 们 还 考 虐 单纯 复 形 换 空 间 到 网 氏 空 间 中 的 线性 杠 入 ， 这 要 
求 讨论 局 部 有 限 的 单纯 复 形 .该 种 复 形 测 下 述 性 质 所 示 性 ， 其 空 
间 是 局 部 紧 臻 的， 或 者 等 价 地 ， 上 凝 沼 和 度量 拓扑 在 其 空间 上 重 
全 

设 区 是 单纯 复 形 ,并 设 my, …, o 是 闭 单纯 形 | 引 的 点 。 给 定 
实数 起 …, 和 使 得 0<5<s1( 对 字 了 二 … 区 ;上 且 使 4 一 二 则 = 
三 也 是 |s| 的 点 ， 所 以 每 个 闭 单 纯 形 有 一 个 线性 构造 ， 使 其 点 
鹊 本 组 会 也 是 该 闭 昔 纯 形 的 点 ， 反 之 ,着 w= 于 to 有 一 个 单纯 形 
作为 基 天 机 诗意) 则 每 一 mw€ |s|， 所 以 我 们 有 下 述 引 


1 引 理 | 开 | 的 一 组 点 的 出 组 会 仍 是 | 区 | 的 点 , 当 且 仅 当 这 
组 点 全 训 位 于 菜 个 闭 单 线形 中 。 邮 

我 们 将 会 发 现汇 区 的 顶点 与 其 示 性 函 获 等 同 起 来 是 方便 的 。 
亦 即 ,若是 五 的 顶点 ,我们 也 祝 "是 通 数 ,定义 在 互 的 所 有 顶 


点 9 上 全 0 vB 9 
、， Ch VY, 
若 ac | 五 |, 则 我 们 可 写 
a Bs, 

右 侧 的 和 是 | 下 | 的 点 的 凸 组 合 ， 
证 下 是 拓扑 空间 , 它 是 某 实 向 量 空间 的 子 集 。， 对 于 下 与 有 
限 维 笠 空间 的 交 来 说 , 假设 工 用 上 凝 育 拓扑 , 供 中 每 个 这 样 芍 人 实 
攻 为 它 所 在 的 那个 有 限 维 线性 招 扑 空间 的 于 拓扑 空间 . 例如 , 总 是 
欧 氏 空间 或 节 是 单纯 复 形 的 空间 ， 连 续 映 射 : | 豆 | 一 开 称 为 在 
区 上 是 线性 的 , 洪 它 按 重心 坐标 的 语言 是 线性 的 . 亦 即 ,了 是 线性 
的 , 著 对 每 个 wE | 互 | 怠 e(2)f(D) 是 于 的 点 , 且 


33， 


f= Bad. 
于 是 显然 ， 线 性 时 射 叭 一 地 取决 于 从 及 的 顶点 到 下 的 顶点 映射 
训 使 fo 人) 一 Fwy， 反之 从 区 的 大 点 到 工 的 一 个 映射 可 被 扩 
充 为 线性 晓 射 天 | 下 | 一 邓 ， 当 且 仅 当 对 每 个 单线 形 s€ 直 ,所 有 
为 他 中 的 元 素 的 贞 组 合 位 于 五 中 ，. 
车 5: Kz>Fs 是 单纯 晓 射 , 则 19| 的 定义 焉 明 
‘|p [=Ea0) lplD. 
记 以 lp| 是 线性 的 ， - 
设 互 是 拓扑 空间 。 以 并 为 底 ， 以 好 为 顶点 的 雏形 和 wp 定 
义 为 党 介 肌 射 豆 -> 的 映 员 往 ， 瑟 vor 的 点 击 Jo 习 给 出 贿 数 玫 
示 , 对 zE 和 和 #ET 其 由 cE 了 等 同 子 [w 0], 且 [w, 必 等 同 于 
wj 疡 有 EE 下)。 因 为 加 是 下 ww0 的 驶 形变 收编 科 ， 故 售 形 是 名 
往 的 . 
名， 引 理 对 五 的 任 一 单纯 形 久 人 稚 形 |8|*w 同 用 于 1s|. 
- 证 明 选择 点 woE <s》, 县 定义 蜡 射 大 swow>|s| 使 
fo, 11) = tot (1 —A) ee, . 
则 子 是 连续 的 (图 为 在 s| 中 线性 运算 是 连续 的 )， 为 了 证 明了 是 
单 怠 , 设 f([a, 人) 一 PC[8, !) (对 ww 有 E ]i 简 志 YE 风 
twet ~—ADea=t0t (1—# B. 
设 8 有 顶点 go 2 ,to, 县 设 a= 忆 oa 8 一 全 Bw 及 wo 一 Ye 
因为 mw 8Els|, 故 有 3 使 只 =0, 且 有 使 如 -9. 于是， 
地 = 十 一 失 局 和 全- 帮 7= 忆 一 的 Bi 
因为 7y¥0, 放 过 类 们 地， ,， 
Spt+ (1 -Do = Yr 
县 从 而 #2t， 奢 眉 1 二 坟 、 这 导出 疆 一 人 a~ 刀 一 划 B， 且 荐 #1 
则 ga 一， 所 以 或 则 #= 太 且 a 一 语 或 则 4-# 一 1。 每 种 情况 下 
[w 如 = [8, 的 
短 成 立 。 卜 是 单 晓 . 
我 们 现 证 明了 是 满 虐 ， 显 然 ， 
134: 


7([w 01) ~%, 大 [mw 1]) =wo, 
从 而 了 映 到 |s| 上 及 wo 上 ， 为 了 证 明 人 > 一 ze 的 每 点 是 在 从 am 
到 |s| 中 茶点 的 唯一 联 线 段 上 , 设 waE《S>，a 夫 zx， 且 设 a 一 六 mor- 
考虑 画 数 pl) (I+ 起 a 一 tx00，g(0) =yELs》， 且 随 # 增 大 ， 
y(t 的 重心 坐标 连续 地 变化 ， 因 为 wwn， 故 存在 某 个 宇 便 m<< 
Ys。 所 以 


Pt) (v0) = (yo) 
蚌 # 的 单调 递减 函数 .从 其 连续 性 得 出 ,存在 唯一 的 >>0 使 
PN Cv) =0. 
有 从 而 存在 如 >0 它 是 对 在 意 0<i<9 使 GD) tw =0 的 诸 六 中 最 
小 的 一 个 于 是 pb 的 E151, 且 


eT wt Tr 
证 明了 a= 了 ([p (6), 的 /人 十 动 ])， 故 了 是 满 映 , 

因为 了 是 从 紧 致 空间 到 Hausdolz 弛 空间 的 连续 的 双 足 ， 所 以 
了 是 同 胚 . 时 

定义 单纯 形 * 一 Too ta，…，%} 的 重心 3) 为 点 、 


i 1 
DG) ~ 人 


显然 ,5 (8) E《s》, 且 从 而 5(s) 的 承载 子 为 由 引 理 2 |s 则 胚 子 
[sjxew, 其 方式 为 将 名 对 应 于 5(s)。 阁 gE js| 且 iEI, 网 |s| 的 点 
友 (8) 十 《一 日 a 由 板 生 标 fa, 妇 给 出 参数 ， 其 中 [ow, 引 表示 | 下 se 
中 与 |s| 中 给 定点 对 应 的 点 、 旭 [wm 四 =w 及 [e, 本 6(s) (对 所 有 
的 xE |i)， 对 下 述 同 伦 我 们 应 用 要 坐标 . 

3， 引 理 ”对 任 高 单纯 形 & |s| x0U 人 | x 了 I 是 |9| x 工 的 强 形 
变 收缩 核 ， 

证 明 车 是 0 维 单纯 落 , 则 他 | 一 多， 上 县 已 知 点 jsi x0 是 闭 
区 间 is| x 了 的 强 形变 收缩 核 。 车 dim s>0 我 们 定义 一 强 形变 收 


缩 五 有 | xIxI>{s| xT, 
是 js] x 工 到 |s| x0U |s| x 工 的 , 由 极 坐 标的 公式 


+ 185， 


Fe, #1, #8) 
ps tN] pe 
([« dt 0， (EO ) 
(20) 
(fa, (~) (CD ) 


(ai) 
给 出 ， 对 1 维 单纯 形 和 2 维 单纯 形 前 情况 ,此 同 伦 如 图 9 中 所 表 


We 


图 9 

小 论 对 任意 子 复 形 工 CC 子 空间 |E|x0oU [LixI 
是 | 区 | xX 了 的 强 彩 变 小 缩 掖 ， 

证 明 设 人 "=|KKjx0U|K*UI|xI( 洁 于 mw 池 一 1)， 我 们 
首先 证 明 ,对 每 w>0, 空间 之" 了 + 是 玉 * 的 强 形变 收缩 核 ， 对 每 个 
郧 维 单纯 形 sE 吾 一 到 设 卫 ，,s| xIxI>|s|xI 是 |s|x 工 到 
jslx0U ls| x 工 的 强 形变 收缩 ( 庄 引 理 3, 这 是 存在 的 )、 对 wz>0， 


白条 件 - 
Fo|ls| XIxI~E,, 


对 s 维 单纯 形 
SEE 下 一 卫 
Fiy, =, ZwER", #€EI 
定义 映射 Pr TXTI3E", 


则 了 ,是 完全 确定 了 的 , 且 连 续 ( 因 为 对 每 个 单纯 形 s， 记 ,| |s' x 了 
x 了 连续 的 ), 且 ,是 * 到 五 "网 强 形变 收缩 . 
设 扣 下 > 了 "是 收缩 ， 由 所 一 了 tw, (对 于 zzE 亚 中 


» 886. 


所 定 穴 ， 设 可 ~ 工 (对 于 >> 功 旧 对 和 针 定 文 Go TXT 一 互 。 


使 
(0<tsoo) 


让 
Bo 他 Te) (a<t<l) 


Gol%, 级 -| 


上 且 对 于 n>1 
g (< 和 + 人 
Go D1 (o, He) (gaia) 
Cn -1 Ga 
Ga(falo, 自 (a tl). 


易于 对 nw 归纳 核验 @ 是 下" 到 卫 "! 的 强 形变 收缩 ,使 
GE 1 KI=G1. 
所 以 有 映射 下 
GKEIxIXISIER| XL, 

使 GZ"xI=G,， 则 是 |K|xI 到 | 区 |x0U|I|xI 的 强 形 
变 政 缩 . 中 . ， 

5. 推论 多 面体 所 对 任意 空间 有 同位 扩充 性 质 ， 

证 明 ”只 需 证 明 , 车 工 CC 及, 则 中 |, :五 站 对 任意 空间 了 不 
局 伦 扩 充 性 质 即 可 给 定 g | 玉 | 二 了 ,及 | 可 xT> 了 使 
Go OD) =gi0 (对 于 oa€E1ID). 设 产 | 下 | x0U | 下 x 了 一 工 也 
fm, Og WaEIKRD)R 有 fe HD=G, d 《对 caEi 革 和 
tE 了 D 给 击 ， 因 为 | 工 | 是 在 | 下 | 中 的 闭 集 , 故 了 是 连 继 的 由 推论 
41K|xX0OUTL|xI 是 | 基 | x 了 的 收缩 桩 .所 以 了 可 扩充 为 映射 
F. |EFIXIST. 于是 Blo, 0 ~=g(0) (对 we€E | 并) 且 

PI'LIxI-8. 笑 

现在 让 我 们 来 考虑 把 | 瑟 | 组 性 嵌入 欧 氏 空间 中 . 

人 引 理 ”线性 映射 疡 js| 一 及 " 是 珠 入 ， 兽 且 仅 当 它 映 8 的 俩 
点 业 合 到 县" 的 信 射 无 关 的 集合 ， 

证 明 设 六 (v0) =ps, 其 中 s 一 {t 上 .下面 证 明 集 全 {PY 是 仿 射 
相关 的 , 当 且 仅 当 了 不 是 单 且 [2 是 药 射 相关 的 当 且 仅 当 在 

1837， 


在 不 全 为 0 的 使 本 osp; 一 0 且 开 wm 一 0， 根 设 点 2 这 样 排列 使 得 
wj3P0( 对 4 癌 和 wm<0( 对 和 税则 
总 mg -2 一 ar。 


车 oD, 


出 如 Cau/ 0) p= /ep 


从 的 线性 性 质 ， 
了 有 {mu/@) v0) -f/f /0 VD)» 


证 明了 了 不 是 单 喘 ， 

反之 , 车 于 不 是 单 映 , 则 了 (Zouo0 = 了 (Bw) ， 其 中 az 
(对 于 某 科 ， 则 卫 (m 一 BD 一 0 年 (w 一 BD) 一 0。 因 为 or 一 Bi 
天 0, 故 集合 {py} 是 仿 射 相关 的 , 外 

单纯 复 形 及 称 为 局 部 有 限 的 , 车 下 的 每 个 顶点 * 仅 属于 天 
的 有 限 个 单纯 形 ， 

了. 引 理 著 区 是 局 部 有 限 的 ， 则 | 疏 |e 的 每 个 点 有 形 如 
| 五 ls 的 爷 域 ,其 中 也 是 及 的 有 限 子 复 形 . 

证 明 : 设 aE | 六 |s, 则 aEstv( 对 下 的 菜 顶 点) 国 为 4 仅 
是 下 的 有 限 多 个 单纯 形 {si} 的 顶点 , 旋 站 ” 包 售 在 紧 致 集 U |s} 
中 .， 设 工 ~ {sE 五 is 是 8 的 而 (对 某 个 仿 》 则 二 是 五 航 有 限 子 
复 形 , 且 aE 时 vc | 到 | 和 

8， 定理 ”对 单纯 复 形 六 ,下 列 各 条 是 等 价 的 。 

(8) 天 是 局 部 有 限 的 ; 

(b) | 五 j 是 局 部 时 致 的 ; 

《0) | 下 | 一 天 | 是 同 肛 ; 

(0) [到 | 是 可 度量 化 的 

(8) | 五 | 满足 第 一 可 数 性 公设 。 

证 明 ”他 一介): 由 引 理 7 车 a 是 | 玉 |s 的 点 ; 则 存在 有 限于 
复 形 工 CK, 使 得 «在 | 工 |4 内 部 。 由 是 a 在 | 区 | 中 的 | 荆 | 欧 内 部 。 
所 以 | 五 | 是 a 在 [KK| 中 的 紧 致 邻 域 ， 
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的 僵 人 四 : 为 了 证 明 | 玖 | ->| 环 | 是 开 映 射 ， 设 巡 是 | 达 | 的 
开 子 集 , 在 | 互 | 中 有 紧 致 半 包 这。 只 要 证 明 芝 在 | 达 |。 中 是 开 的 
娃 可 ， 因 为 这 是 紧 致 的 ， 故 存在 有 限 子 复 形 工 C 素 使 TcT 
(由 推论 3.1.19) . 设 后 是 下 的 了 提灌 : 

-—{sEK|ls| NU=D 
定义 . 著 sEK 一 x 而 1s1nZ 是 ls[ 的 非 空 开 子 集 ， 所 以 
NTE ONIL|zG. 

因为 下 的 全 体 开 单纯 形 组 成 ,这 蕴涵 sE, 且 证 月 了 
: K=KiUL. 
于 是 ，| 玉 |: 一 | 区 1le 是 | 玉 |s 的 开 子 集 ， 因 为 荆 是 有 限 子 复 形 ， 
| 五 | 也 je 是 周 短 所 以 也 在 | 五 | 中 是 开 的 ， 从 而 它 在 | 五 jz 一 
| 开 il。 中 是 开 的 ， 因 为 

[本 :一 Kila= [Kh-lKls 
故 品 在 | 多 |s 中 是 开 的 . 

(@)=> (QD)， 因 为 | 民 ]s 是 可 度量 化 的 , 老 | 玉 | 和 | 下。 是 同 用 
的 , 则 | 一 | 也 是 可 度量 化 的 . 

(d)= (6)， 每 个 可 度量 化 的 空间 满足 第 一 可 数 公设 。 

(6)=> (8)， 假 定 及 不 是 局 部 有 限 的 ， 且 设 v 是 玉 的 单纯 形 
的 无 限 集 {8]i4s1… 的 顶点 假设 9 在 玉 中 的 邻 域 有 可 数 基 
{可 中 ez， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 Uera( 对 于 记 有 的 
62>1)， 对 每 6《s9 Diz 由 因为 作为 # 的 顶点 的 + 在 人 > 瞬 闭 
包 中 ， 设 mE4s>nD,。 则 序列 fod} 以 作为 极限 点 (因为 每 个 
DD 包含 所 有 %(j 之 人) ， 但 在 上 北 来 拓扑 中 {om 是 高 数 的 , 因为 它 
与 咯 个 闭 单纯 形 | 引 | 相交 于 有 限 集 , 上 

单纯 腥 形 尼 在 卫 " 中 的 一 个 实现 是 | 区 | 在 虽 * 中 的 一 个 线性 
人 嵌入 ， 下 述 定理 指出 在 某 个 欧 氏 空间 包 些 单线 复 形 K 有 实现 . 

9. 定理 落 忆 在 及 "站 有 一 个 实现 ， 财 玖 是 可 数 的 且 局 部 
有 限 的 ， 且 dim 尼 <m。， 反 之 ， 若 羽 是 可 数 的 且 局 部 有 限 的 且 
dim 玉 <<m, 则 罗 有 一 个 实现 在 及 % 刀 中 作为 闵 子 全. 

证 明 没 放 | 玉 >&" 是 线性 嵌入 ， 车 玉 是 不 可 数 的 , 由 引 
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理 3.1.18 得 出 | 及 | 包 仿 不 可 数 离 散 集合 4 于 是 (4) 是 B" 的 
不 可 数 的 离散 子 集 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 及 " 是 可 分 的 。 记 以 
是 可 数 的 、 显 然 , | 下 | 是 可 度量 化 的 ， 且 由 定理 3， 疾 是 局 部 有 限 
的 ， 从 引 理 6 及 引言 中 的 定理 5.8, dim K <&w。 

为 了 证 明 逆 命 题 , 设 {pj} 是 及 >+1 的 点 列 ,使 

(@) 每 2n-+2 个 点 名 的 集合 是 念 射 无 关 的 ; 

() 车 0 是 R”! 的 任意 紧 致 子 集 , 则 存在 j 使 0 与 B11 
中 由 集合 {p53 办 生 成 的 同 子 集 分 离 . ， 
例如 , 设 瑟 : 二 如 ,二 … 是 及 ?4 的 闭 半 空间 递减 序列 , 使 门 瑟 = 
入 且 假 设 条 对 5<g 已 被 定义 ,归纳 地 选取 pr 为 Ho 中 的 一 点 ， 
不 位 于 任意 有 限 个 由 集合 {z|il<i<y 一 分 中 3n-+1 个 或 更 少 的 
点 所 决定 的 仿 射流 形 上 . 

候 设 素 是 可 数 和 局 部 有 有 限 的 , 且 dim 到 << 并 设 (foouw- 
是 一 列 到 的 顶点 ， 定 义 了 | 下 |-> 有 R11 为 线性 映射 ,使 (03) = 
从 条 任 Ca) 可 得 出 ， 对 任意 sE 刁 ，f| 1 引 是 | 引 在 | 环 | 中 的 线性 襄 
入 , 且 著 s 和 s# EK, 则 

FCs ND =7 (sD) NFO). 
所 以 了 是 单 映 。 由 条 件 (b)， 车 0 是 及 ”t+ 的 任意 紧 致 子 集 ， 则 
有 3 使 得 f-1(O) CU fsiw|i< 办 ， 因 四 是 局 部 有 限 的 ， 这 萄 沽 
六 (oO) 居 全 | 对 某 个 有 限 子 复 形 工 C 下 .所 以 在 | 玖 | 中 广 :(O) 是 
紧 玛 的 . 车 和 4 在 | 区 | 中 是 闭 的 , 且 O 在 Rest 中 是 贤 致 的 , 则 
fA) NO-IANFTO)) 

在 Q. 中 是 阅 的 [因为 4 站 广 1(O) 是 | 下 | 的 紧 致 于 集 f"+(0) 的 亲子 
集 , 且 了 [POCO) 是 六 (0O) 到 CGO)) 的 同 且 ], 所以 了 蚌 闵 映 
射 , 且 是 玉 在 卫 m+t 中 使 之 成 为 闭 子 集 的 线性 嵌入 、 恒 
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我 们 对 单纯 复 形 的 主要 兴趣 在 于 用 它们 订 撕 述 的 多 面体 ， 为 
了 研究 一 个 多 面体 ， 考 虑 对 它 的 不 辣 的 三 角 前 分 及 其 相互 关系 是 
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重要 的 本 节 给 出 对 季 多 面体 的 “小 的 "三 角 刘 分 存在 前 证 明 用 来 
在 下 莫 证 明 雾 面体 问 的 任意 连续 映射 可 以 由 单纯 喘 射 来 通过 ， 

设 下 是 单纯 复 形 。 区 的 一 个 重 分 是 单 红 复 形 KFK', 满足 ， 

《a 区 "的 顶点 是 | 下 | 的 点 ; 

Qo) 车 # 是 区 ' 的 单纯 形 , 则 春 在 下 的 茶 单纯 形 # 使 s 己 |s| 
( 即 #* 是 |s| 的 有 限 非 空子 集 ); 

《6) 把 区 ' 的 每 个 硕 点 映 到 | 慷 | 的 对 应 点 更 线 性 贞 射 | 下 ‘> 
| 下 | 是 司 胜 . 

注意 ， 条 件 (8) 和 (b) 保 证 了 区 ' 的 每 单反 形 s 有 承载 子 sE 
及 ， 若 区 ' 是 下 的 重 分 , 我 们 将 | 下 | 和 | 下 | 以 条 炸 (o) 的 线性 同 
腑 等 间 起 来 ， 从 定义 直接 得 到 专 下 的 事实 

1 区 的 重 分 的 任 着 重 分 还 时 区 本 身 的 重 分 ， 重 

下 一 个 事实 亦 成 立 ( 证 明 路 困难 些 ). ， 

2. 若 下 /和 区 "是 区 .的 重 分 ; 则 丰 在 榴 的 重 分 区 守 是 
下 ' 和 区 "的 重 分 是 

这 样 ,命题 1 和 2 保证 了 下 的 重 分 形成 相对 于 由 恒 分 关系 定 
义 的 偏 序 的 顺 疝 集 . - 

8. 引 理 设 太 和 区 ' 是 单 地 复 形 , 满足 杂 件 (a) 和 全 )， 著 
8EK 是 sk 区 ' 的 承载 子 , 则 <5) 己 Cs>. 

证 明 设 约 …, 由 是 z 的 页 点 , 且 设 wo, … v4 是 # 的 承载 
子 。 的 顶点 ， 因 为 9C|s|, 故 对 Dis 为 名 = 了 asw。 因为 ?是 
最 小 的 这 种 复 形 ， 故 对 0<jsg 让 在 0<i<p 使 orx0. 设 BE 
<s?. 如 


B-E Bt PB) 
且 因为 >0( 对 所 及, 下 定 Bew>0( 对 计 有 办 ,所 以 RE< 
| 
入， 定理 设 区 /和 罗 是 单 殉 复 形 ,满足 条件 9 和 (hb) 列 区 ' 
是 下 的 重 分 , 当 且 仅 当 对 8E 交 ,集合 {X89> 9EK', GCC)} 是 
《地 的 有 限 分 剂 。 
«Id4i" 


证 明 假设 到 "和 开 满足 条 件 (a) 和 (b) 及 条 件 {s>|YE 
瑟 ， DC 人 @y} 是 对 8E 开 的 人 的 有 限 分 割 ， 岂 为 任意 单纯 形 
sEK 仅 有 有 限 个 面 , 故 有 ? 

"(8) ={s EK'| 存 在 3 的 面 挟 使 人 2C 人 Ce] 

是 KK' 的 有 限 子 复 形 , 且 映 区 '(s) 的 每 个 顶点 到 自身 的 线性 映射 
:|K'《s) |->|s| 是 同 胚 ， 所 以 存在 轿 巡 映射 % | 互 | 至 (全 
9 ls| 一 局 (对 平 EK)， 它 是 线性 腕 射 | 下 "|>|K| 的 省 。 所 
以 有 是 间 耳 , 且 及 和 下 满足 条 件 《0). . 

~ 反之, 著 区 ' 是 到 的 重 分 , 则 {s']s” ERKq 是 [下 -| 到 | 的 分 
割 . 对 于 sEK， 考 央 集 合 6》 Cs> (对 #EK)， 由 引 理 3, 或 网 
《NK 或 则 C9CC>， 所 以 [C99js€EK'，KeYCk)} 是 
《sy 的 分 割 ， 因 为 |s| 是 紧 致 的 ,由 推论 8.1. 芭 得当, 此 某 合 是 <s> 
的 有 限 分 割 . 和 

我 们 用 此 结果 说 明 五 的 任 总 重 分 同时 也 重 分 了 羽 的 每 个 于 
复 形 . 

15. 推论 设 玉 ' 是 到 的 量 分 , 且 设 开 是 玖 的 字 复 形 ， 则 埋 

在 下 ' 的 唯一 子 复 形 到 是 卫 的 重 分 

证 明 若是 天 的 子 复 形 , 是 二 的 重 分 , 则 

五 ~ 人 Eee 全 
这 证 明了 五 的 唯一 性， 为 了 证 明 的 存在 性 ,我们 来 证 明 
frE 下 "1 sg>c| 到 } 有 所 需 的 性 质 ， 显然 ， 这 集合 是 区 的 子 复 
形 匡 , 且 工 和 工 满 足 上 述 的 条 件 (e) 和 (bh)。 .我 们 用 定理 生来 证 
明 五 是 研 的 重 分 ， 若 sE 五 由 定理 4 集合 {<3》 | EK'<59 人 OO 
9} 是 《sy》 的 有 限 分 割 ,由 5 的 定义 ,有 
{Ls EK’, CLO = {sO ls ED ks SL}. 

记 以 ,由 定理 4 二 是 工 的 重 分 . 时 

在 推论 5 中 的 五 的 重 分 二 称 为 五 的 由 下 ' 谍 导 的 重 分 ， 并 
记 作 EK'| 工 , 

由 重 分 的 定义 可 直接 得 到 两 个 事实 : 

6, 若 丰 | 区 | 玫 玉 是 在 及 上 线性 的 , 且 区 ' 是 诺 的 重 分 ， 财 


de 


了 在 吾 " 上 也 是 线性 的 . 站 

人 若 (KR 荆 )， 们 是 ( 开 , 和) 的 三 前 剖 分 ， 且 下 ' 是 区 航 重 
分 ,到 (( 玉 ,正和 | 也, 站 志 是 ( 斑 ， 有 4) 的 三 角 训 分 . 用 

对 任意 单线 复 形 我 们 均 造 特 环 的 置 分 ,各 为 重心 重 分 、 为 此 ， 
我 们 需要 以 于 的 引 理 ， 它 说 明 对 任 一 单纯 形 8 如 何 把 $ 的 重 分 扩 
完 到 5 的 重 分 

旭 ， 引 理 设 s 是 某 单线 复 形 凰 单纯 彩 ， 且 设置! 是 & 转 重 
分 则 对 任 一 200E 《9》, 区 'xavo 是 的 重 分 ， 

证 明 在 引 理 8 的 命题 中 ，wu 视 为 只 有 一 个 顶点 的 单纯 复 
形 , 且 下 ro 是 其 联接 ,在 例 8.1.7 中 已 给 出 其 定义 ,显然 , 玉 '*reo 
注 足 对 5 的 重 分 的 要 求 (a) 和 (Cb)， 从 引 理 3.2.2 拱 出 ,|s| 的 任 一 
点 或 则 等 于 wo 属于 |aj, 或 则 属于 形 如 < U {wo}》 的 唯一 的 开 
单线 形 , 其 中 CE 下 ' 所 以 | 下 wo| 的 开 音 纯 沁 构成 |s| 的 限 分 
制 ,及 由 定理 4 及 "zowo 是 了 的 重 分 . 时 

对 于 2 维 单 纯 形 & 图 10 到 示 用 引 理 8 对 5 得 到 的 重 分 , 


5 三 角形 及 其 面 下 "= 图 示 的 汇 衣 形 的 五 Go 王 图 未 的 
边关 史 重 分 三 角形 和 它们 的 面 
图 40 


我 们 现 已 准备 好 了 证 其 重 心 重 分 的 存 想 性 ， 设 下 是 单纯 复 
形 。 我 们 定义 蛆 六 为 一 个 单纯 复 形 ， 其 顶点 为 疏 的 单纯 束 的 重 
心 , 其 单纯 形 为 在 吾 中 由 与 面 汽 关 的 所 给 出 全 并 的 单纯 形 看 心 的 
有 限 非 空 集合 ， 这 洋 , 虹 区 的 单纯 形 是 有 限 集合 {Bis0)…,8 人 30)}， 
其 中 si 是 的 面 (对 b=1，… 外， 我 们 也 假定 8K 的 单纯 形 
的 顶点 孩 此 烦 序 排列 . 
显然 ， 8 下 是 单纯 货 形 ; 有 车 工 是 下 的 子 复 形 , 则 弓 工 是 
CE 


sd 的 子 复 形 ， 进 一 步 , 若 了 (w) 是 单纯 形 ?Esd 到 的 最 后 项 点 ， 
则 Clso), 旦 因 % 是 3 人 sw 的 承载 子 , 则 so 是 s 的 承载 子 ， 所 以 
明太 和 到 满 足 条 件 (a) 和 (b) 
9. 定理 昌 玖 是 玖 的 一 个 重 分 ， 
证 明 ”我 们 来 席 明 9aR 和 区 满足 定理 4 的 条 件 ， 若 sE 习 ， 
则 由 引 理 3 和 上 述 考察 
人 EsdK [YEGY} {EK]e 的 最 后 项 点 一 了 (s)} 
={sEsdsll Sek}. 
所 以 我 们 仅 露 说 明 sd5 是 5 的 重 分 (对 任意 sE 有 KK)， 我们 对 dims 
来 归纳 证 明 ， 若 dims==0, 则 sd3 ~ 是 3 的 重 分 、 对 9>>0, 假定 
sd5: 是 于 的 重 分 ,对 每 个 满足 dims<y 的 % 成 立 ,上 且 设 s 是 9 维 
单纯 形 ， 由 归纳 假定 ,sd3 是 的 四 分 ， 重 心 量 分 的 定义 说 明了 
sdQ5 一 sdsnb(s) . 
出 引 理 8, 这 是 5 的 重 分 . 攻 
重 分 员 区 称 为 K 的 重心 重 分 ， 网 w>0 归纳 定义 村 次 重心 
重 分 sd" 羽 为 
sd KE=K, 
—sd(sd" 21K) (n>1), 
10. 引 理 了 则 sd 了 是 区 的 沙子 和 
形 .。 加 
证 明 设 {5(so)，…， 8Gso)} 是 98 的 单纯 形 ， 其 顶点 全 部 
属于 sd 工 ， 则 5 是 5 的 面 (对 6 一 1,…, 仿 及 每 一 个 saE 工 所 
{B80), %, BG)}EsAL. 重 
匡 , 推论 设 (ZY， 人 是 多 面体 信 、 则 上 疾 是 4 在 于 中 基 包 
域 的 强 形 变 收 缩 核 . 
证 明 由 命题 7 和 引 理 10， 只 要 考虑 ( 症 ，-4) 一 dig, Izh 
这 个 情况 即 可 , 其 中 工 是 的 满 子 复 形 ; 设 亨 是 K 的 与 五 分 
离 的 最 大 子 复 形 . 下 面 证 明 ] 工 [是 | 及 | -- | 不] 的 强 形变 收缩 核 . 车 
aE1K| 一 | 玉 |， 由 引 理 3.1.10， 或 则 aE|L|， 或 则 存在 顶点 
ww， E 荆 及 顶点 opr1，…，v4EN， 其 中 0<p<q-1, 使 


sd. 


Ekvo,…， Wp>。 丰 后 一 稍 况 下 ,a 一 乳 mv 其 中 >0， 且 定义 

4 一 时 区 0<a<1, 且 设 dmje ( 对 0<i< 双 和 =f/ 

人 一 本 (对 p10 则 a=ag' 十 入 -ea 去 中 
or 


春 [ 列 中 ,而 加 ae 在 [YI 中 ，| 下 | 一 | 玉 | 到 | 荆 | 的 肯 形 
变 履 纠 如 (| 开 | 一 1D xI>| 开 |~1N 1 由 


pn 2 人 EIL,iED 

ltl-de (EKANIUIED, ED 
所 定 多， 召 是 连续 的 , 因为 || x 工 连续 , 且 对 下 的 任意 单 汪 
形 如 9 Us 形式 的 , 其 中 s EI 及 s"EN, 到 | [lsUs 站 人 避 | 一 


| 访 门 x 了 是 连续 的 . 重 

设 且 是 多 面体 且 设 多 是 至 的 开 虱 盖 。 不 的 一 个 三 角 削 分 
(区 ,月 称 为 此 氏 细 的 , 若 对 每 个 顶点 ?E 下 有 如 E 介 使 

Flsto) EDU, 

单纯 复 形 臣 称 作 比 | 下 | 的 开 眉 益 名 细 的 , 若 ; 五 ,的 三 角 齐 分 (五 ， 
二 ) 是 比 久 细 的 ( 亦 即 ,对 每 个 顶点 4E 玉 , 有 UE 多 使 tvc 吕 ). 
我 们 证 明 若 多 是 紧 致 多 面体 的 任意 开 覆 痊 ， 山 存在 比 多 细 的 三 
有 角 齐 分. 

| 下 | 上 的 一 个 度 曙 称 为 在 及 上 是 线性 的 ， 沙 它 是 从 Br' 的 模 
由 尺 在 Br 中 的 实现 所 诱导 的 . 任意 有 限 单纯 复 形 有 线性 度量 ， 
上 且 营 区 ' 是 下 的 任意 重 分 , 则 | 下 | 上 的 级 性 度量 在 | 下 上 也 是 线 
广 的 . 

13. 吉 理 ”给 定 到 扒 音 她 形 8 上 一 个 线性 度量 。， 则 对 住 总 舱 
SEsds, 


diamlsi<— demnls|. ? 
mT 国 


税 帘 单 铬 复 形 而 定 义 妆 纯 形 。 故 前 这 提 到 羊 部 形 , 部 
此 这 里 的 8 也 要 学 解 为 某 个 单纯 复 形 的 一 个 僻 维 
对 单 绽 香 形 定义 的 ,因此 ,这 里 的 s 又 要 注解 为 下 党 


中 本 书 与 一 自 书 不 
指明 为 其 个 单纯 复 形 的 
园 时 , 上 文 线性 庶 
称 汐 其 间 电 复 形 )。 一 一 泽 福 


1d5. 


证 明 设 { 人 p10<j<m) 是 有" 的 点 , 且 根 设 y 是 {o} 的 是 组 、 

会 ( 环 即 y 一 了 hp 其 中 刁 名 =1 及 厅 > 人 ,县 设 sEB", 则 
to-yl= hs~EHpl= Ei-p)| EH)s— pf. 
所以 ls - 纪 <suplz 一 py。 车 也 是 {gy} 前 凸 组 合 , 则 
lz—yl<suplp— gp. 
视 |s| 为 在 Br 中 的 线性 嵌入 ,顶点 为 po, Pr,，…, Pm， 则 由 上 述 绪 
果 ,diam|s| <suplp 一 gy, 明 著 s' 是 sd3 的 单纯 形 , 则 
diam|s'|<svp{lp’ —»"l|p, 2” Es}, 


所 以 我 们 仅 需 说 明 , 若 . 

P= pot"+p)/ (9+D 
和 p= (pttp) /G+D Cs<m， 
则 3 机 El 


如 可 ， 又 由 上 述 结果 , 有 
种 一 ssaptlm 一 plo). 
又 关于 0<i<g, 有 


< sup pn- 一 2 


Fr 
所 以 

pe 

.lp 2"|< 和 FFT 


sup{lp -pl0<i<g, 0<j<r} 


< 7 diamlsl. 
FT 


因为 ?<m， 故 一 7 和 A 


diamls’| < 
i 
给 定 | 玉 | 上 前 度 晤 , 我 们 定义 区 的 网 客 (1nesh) 
mesh RK ~sup{diam|s||s EK}. 
13. 推论 若 区 是 mn 维 单 绝 复 形 且 | 区 | 有 个 度量 在 区 上 是 
线性 的 ， 则 
*1d46， 


diamjs|. 


mesh EK. § 


有 m 
mesh {sd EK) < ml 


这 给 出 了 我 们 已 接近 的 重要 结果 . 

了 .定理 设备 是 紧 儿 多 面体 总 的 开 刷 闭 ， 则 下 有 了 比 包 
划 的 三 衣 全 分. 

证 明 设 [, 凡是 互 前 三 角 剂 分。 我 们 来 证 明 ， 存 在 蚊 数 
玉 , 使 得 车 >> 刀 , 则 (sd 六 ,及 是 比 久 细 的 。 设 | 下 [被 给 出 在 站 
十 线性 的 度 景 ， 且 设 a>0 是 开 履 盖 广 :多 = { 记 :17E 人 } 的 关 
于 这 底 量 的 Lebesque 数 [这 样 ， 若 4C [下 | 且 diam4<as， 册 
了 (4) 包含 于 久 的 某 元 素 中 ]， 这 样 的 数 se>0 存在 , 因为 | 下 | 是 
紧 致 的 ， 设 四 = dim 惟 ,并 选择 交合 


(GE 


(这 样 的 玉 存 在 ,网 为 ln( 一 全 了】=0)， 党 x> 万 , 则 由 挫 治 13, 


mesh sd KK < 


若是 吕 * 下 的 任意 顶点 ,由 
diam(stv) <2mesh sd* EF <s,- 

所 以 了 (sso) 包含 于 儿 的 某 元 素 中 从 而 (sd* 互 ， 力 是 出 久 风 的 
( 考 o> 有 .和 

车 互 不 是 紧 致 的 , 上 述 这 结果 也 成 立 , 更 确切 说 , 若 (六 ,六 
是 多 而 体 互 的 三 角 前 分, 卫 多 是 互 的 开 覆 盖 , 则 存在 五 的 重 分 
五 "使 (六 "办 是 比 多 细 的 "， 然 而 , 当 忆 为 非 紧 致 时 ,五 一般 
来 说 不 能 选 为 有 的 时 次 重心 重 分 ,因而 对 此 情况 的 证 明 比 定理 14 
前 证 明 更 八 复 杂 ， 我 们 只 需要 已 在 定理 既 中 证 胃 的 条 式 ， 因此 ， 
省 略 了 进一步 考虑 这 更 一 般 的 情况 。 
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多 RJ. H. G. Whitehead: Bimplicial spaces, n1-clei, and m-grocps, Proo, 
London Walk. Soc.， Vol, 5, B43~327, (1939) 中 的 定理 35. 一 一 原 注 
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84 单纯 逼近 


在 单纯 复 形 的 空间 之 间 的 连续 了 观 射 可 以 用 某 种 适当 的 方式 由 
单 部 觅 射 逼近 ， 本 节 包 含 这 种 逼近 前 定义 、 特 性 , 引 及 证 明了 从 紧 
致 多 和 面体 到 任意 多 面体 的 映射 这 种 单纯 置 近 的 存在 ， 最 后 , 我 们 
应 轩 得 独 的 结果 来 导出 球 的 其 饪 连通 性 的 性 殴 . 

设 忆 : 和 下 是 单纯 复 形 , 且 设 访 | 下 :>[ :| 是 连续 的 一 
个 间 纯 映射 wx 严 x-> 忆 as 称 作 是 了 光一 个 单 弛 逼近 | 车 了 (o € 《83》 
变 注 |p1Ko) E |s| (或 等 价 地 , 了 (o) E 1ss| 郊 洒 1p) (0) E15 (对 
于 aE ;及 s0 Ea， 注意 若 0 是 区: 的 顶点 使 了 (是 下 的 顶 
点 ,如 1p| (2) 一 了 Cv) 所 以 我 们 有 以 下 的 结果 

41. 引 理 设 有 1Ki|->| 四 s| 是 映射 卫 低 设 对 亲子 复 形 荆 己 
区 ,了 il| 白 一 个 单 比 陕 射 卫 -> 民 Ep 话 时 出 来 。 车 > 
是 了 的 单纯 各 近 , 别 j9||[ 五 [= 省 | 到 |- 和 有 . 

特别 地 ,对 单纯 映射 p， 开 1-> 玉 9 诱导 出 来 的 映射 |p1; 14K 十 
->| 瑟 s| ,只 有 一 个 单纯 逼近 , 就 是 p 自身 ， 单 纯 带 近 的 所 调 通 近 ， 
其 涵义 之 一 如 下 述 : : 

2. 引 理 设 g。 玫 r> 下 是 映射 大 |i) 一 >| 区 | 的 单 多 过 
过 , 且 访 44C[ 区 1| 是 [| 玉 1} 的 于 集 ,在 女 上 |g| 和 重合 , 则 

lol ~f rad. 

证 明 从 |g| 到 了 的 一 个 相对 于 4 的 同 伦 由 等 式 

Fw Df + -DolY) (a€lKl, t§D) 
拟定 义 。 基 右边 为 定义 好 了 的 ,办 为 著 f(e) Eco 更 

lp lssl, 、 
且 从 而 卫 (@， DEls| iED. 了 了 前 过 续 性 不 难 验证 。 县 然 ,着 
aE 4 则 也 [m 自 一 (0 (对 所 有 前 3 也 所 区 
F, [下 = reé. 量 
下 述 定理 绘 出 间 沌 通 近 的 一 个 有 用 的 特征 ， 
3. 定理 从 五; 到 区; 的 顶点 映射 是 J:， | 至 :| 一 | 王 z| 的 
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单纯 通辽， 当 县 仅 当 对 每 顶点 3 GE 至 zi 
(so Csto(oy。 
证 明 没 w 是 了 的 单纯 过 近 ， 设 xEsw 且 设 Fei € 《8e>, 
则 clo) =#0 且 1zjfo)E 1ss|. 国 为 y 是 单纯 的 , 克 
jp (p00)) #0. 
所 雇 glo) 是 [81 的 顶点 , 旦 f(t) Estplw)， 因 为 这 对 每 个 Estv 
管 如 此 , 散 了 (st2) Cstp(9). 
反之 ， 扔 设 p 是 硕 点 映 躺 ， 澳 f(s$ 人 ?Csbgp(v) (对 每 个 顶点 
v1)。 我 们 来 证 图 9 是 单纯 胺 射 ， 车 fo 小 是 五 : 的 一 个 单纯 
形 的 顶点 , 则 门生 包 关 人 ( 由 引 共 3.1.25) 且 “ 
Bf (Nat SNF to CN sp(). 
由 可 理 3.1.35，{g(《t)} 是 下， 的 茶 单 纯 形 的 项 点， 所 以 g 是 单 
纯 肤 射 瑟瑟 s 
为 了 证 明 多 是 了 的 单纯 逼近 ,假设 Es》 县 flo) Elso). 县 
设 v 是 8s, 的 任 一 顶点 、 则 aEstt, 且 册 题 设 , f(o) Esbgplw)。 所 
以 gpl) 是 5; 的 顶点 . 这 对 sa 的 每 个 顶点 "是 同样 成 立 的 , 因为 p 
是 单纯 的 , 荐 lp1 (scja|， 从 而 el fo) Elssl, 且 w 是 了 的 单 
En | 
我 们 也 有 兴趣 研究 侦 的 映射 了 【| 五 1, | 了 |) 王 (Es ,| 
的 单纯 家 近 如 (Kz, In) -> {Es Ls)。 下 述 推论 说 明 一 个 陵 射 
大 Ri, | 五 |)->(KRa'，|Ls1) 的 任 一 单纯 鹃 近 下 :>KKs 当 被 
视 为 价 的 映射 时 自动 成 为 一 个 单纯 通 近 . 
有 ,推论 设 产 1 到 :| 一 | 避 s| 是 块 碳 ， 使 (| 工 用 志 | 珈 | 对 
蕊 CK 知 LsC 民 sj)， 上 且 设 g 民 1->Ks 是 所 的 单纯 逼近 , 时 叶 五 
里 栈 到 了 ,让 为 || 工 | 的 昔 绝 通 还 、 
证 明 ”由 定理 8, 只 要 证 明 ,车 ?是 古 的 顶点 , 财 g() 是 Ls 
的 顶点 ,使 
Jston | 五 cstpGnTzal 
印 可 . 因 史 是 的 单纯 再 近 ， 故 了 Ci 人 王 上 pf(o) 且 落 9 是 严 的 
顶点 , 则 了 09) E 《82> (对 基 55E 五 ) [因为 ,A 五 |) a;]。 所 以 
ld. 


(四 是 五 的 全 点 ,县 
FEtoN | ED EFGID N Tal cstg CD) PF | Lol. 上 
从 路 论 冯 得 出 , 观 租 产 ( 严 :1， | 五 上》 王 可 区 sl | 力 及 的 性 意 
单 二 逼近 是 革 强 映射 p。(K;, 二 ) >[ 区 s，Iw)， 由 引 更 多 得 出 了 
作为 偶 的 哎 舱 fc<|p[。 
， 鼎 . 推论 映射 的 单纯 到 所 的 合成 ， 是 映射 的 含 成 的 单纯 蜗 
证明 设 m 及 >Es 是 f， | 忆 i|-| 民 a| 的 单纯 遂 近 , 且 设 
由 KFKs 是 站 | 瑟 s| 一 | 互 sj 的 单纯 加 近 ， 则 由 定理 名 对 项 点 
vEER,, . 
gf te) Coshol)) Cst hp, 
县 从 而 gp Ks 并 s 即 成 为 9f; | 1 玉 | 六 s| 的 单纯 返 近 .上 
定理 8 导致 对 一 映射 的 单纯 各 近 的 存在 性 的 下 述 充分 几 要 条 
件 ， . 
人 定理 ”映射 产 | 到 :| 一 | 尼 s| 容 诗 有 日 地 吉 近 区 2-> 民 s， 当 
且 人 充当 区 1 是 比 开 荐 盖 f 1(stem |% 是 区 s 的 顶点 } 细 的 . 
证 明 ”由 定理 8， 有 单纯 挝 近 ， 当 且 仅 当 对 每 个 项 点 妇 E 
到 4, 存在 顶点 如 EKRs, 使 styCC 广 ?40s) ， 这 等 价 于 条 件 : 下 1 是 
比 多 细 ", 目 _ 
若 玉 是 政 的 重仓, 则 对 顶点 s'ERK' 和 wEEK 
VEStEY 4 ge Ib 0, 
将 含 此 事实 地 定理 8 建立 了 以 下 推论 ，- 
9. 推论 设 罗 "是 必 的 重 分 ， 刘 从 必 ' 到 民 的 测 点 映射 
是 公 同 映射 | 及 "| 二 | 区 | 的 单 纯 通 近 ， 当 且 仅 当 2'Estg(w 人 (对 每 
个 顶点 wr 站. 四 
特别 地 , 着 发 ' 是 及 的 重 分 , 则 存在 恒 同 映射 | 民 '| C1 的 
单纯 温 近 区 /> 下。 综合 定理 6 和 3.8.14 以 及 推论 委 得 到 下 述 
单纯 各 近 定理 . 
8. 定理 讼 ( 民 :。Z0) 是 有 限 单 元 偶 ， 且 设 亡 《| 瑟 sj | 王位 
六 迪 弄 定 旭 中 的 并: 的 开 枝 盖 ， 一 译注 
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一 (j 玖 s|，[ 巧 上 ) 是 映射 ， 划 村 在 整数 如 ,使 若 m 尖 到， 则 有 疹 的 单 
弧 冰 近 (gd" Ki1, sd 了 iD->(Es Za).， 重 
如 同 §3.3 最 后 所 考察 的 ， 定 理 3.3.14 对 任意 多 面体 中 也 
有 效 ， 所 以 , 菩 下 1 是 任意 的 ,县 f， [ 开 :| 一 | 瑟 s| 是 觅 射 , 旭 存 在 
区 ; 的 重 分 Ki 和 产 | 五 -> Ks| 的 单纯 台 近 KK1>Ks 然而, 潜 
K; 不 是 有 限 的 , 区 1 一 般 来 说 不 能 取 作 1 的 票 次 重心 重 分 
9. 例 若 * 是 白 一 个 2 维 单纯 形 s 的 所 有 真 面 组 成 的 复 形 ， 
则 |s| 冶 灰 于 87, 且 从 而 [|s1; 1s 站 是 无 限 集 ， 因 为 了 是 有 限 复 形 ， 
则 对 任意 m 仅 有 有 限 个 章 纯 觅 射 sd"s->s， 所 以 对 任意 由 存在 胸 
射 | 中 一 [| 没有 单纯 逼近 sdes->. 
0, 例 设 3 如 同 例 9,， 且 设 其 顶点 为 v9、 如 各， 定义 天 
| 下 是 映射 ,在 sds 上 是 线性 的 ,使 
Fw0) = 6{v0, v4}, 
F010) = b{ws, vo), 
f (v9) 一 5fos， vo}, 
f Bt{vo, 人) = Vy 
了 (Bfoa， oa) 一 oo 
(Bfaa vo}) 一 to， 
则 了 |1;|， 但 对 了 了 光 单纯 更 近 5->3s， 对 于 的 单纯 遂 近 psds>3 
恰 有 6 个 多 在 5{wos oj 5fou oa om v0} 上 唯一 ， 且 pleo) 
= 名 或 9(0) 一 放 或 09, Pp(V9) 一 如 或 vo]. 
作为 单纯 扯 近 挡 术 的 一 个 应 用 ,我 们 导出 下 述 有 用 的 辣 果 : 
11. 定理 对 于 wd fr 是 (wn 一 连通 的 
证 明 ”由 定理 4.6.7, 只 要 证 明 , 若 壤 <w 时 ,任意 映射 Sr 
Re 为 堆 伦 的 即 可 ， 设 5 是 w+1 维 单纯 形 及 ss 是 w+1 维 单纯 
形 . 则 SB” 入" 分别 同 蚌 于 |&| 和 |ss|， 册 定理 8 和 和 引 理 2, 只 要 
证 明 ， 若 p，sd’si->ss 是 任意 单纯 脆 射 ， 则 jp|. 零 伦 即 可 ， 因 为 
dim {sdt8) 一 mp<n， 故 g 觅 弓 到 5 的 mw 维 骨架 所 以 有 菜 个 
aE |a|, 使 
lpl (sdisD) Ell ~o, 
e151， 


因为 js| 一 < 同 钙 于 和 减 去 一 点 ， 改 它 辣 胚 于 及 是 可 缩 的 ， 所 
以 |p| 为 零 丛 的 . 有 

特别 地 , 有 下 述 结果 ， 

了 3. 推论 对 “>1 9 单 连 通 ， 虱 

因为 8* 是 局 部 道路 连通 的 ， 故 挫 沦 12 和 升腾 定理 蕴 汉 任 音 
连续 映射 有 ">5: 可 分 解 肌 久 下 肤 射 RR-»81 为 因子 。 因 卫 
是 可 缩 的 ,这 北 涵 以 下 挫 沦 . 

18. 扒 沦 。 对 n>1, 任意 连续 映射 名 ->S1 是 零 沦 的 ， 四 


$5 邻 接 类 


上 节 和 前 明了 ， 丰 单 沌 复 形 的 空间 之 辣 的 任意 连续 映射 在 定义 
域 复 形 的 充分 经 的 生 分 上 丽 定 义 单纯 逝 近 ， 一 般 来 说 , 对 一 给 定 
jad 其 单纯 站 近 不 是 准 一 的 。 本 节 中 我 们 就 来 探讨 这 个 不 唯一 


我 们 将 定 史 一 个 类 似 局 伦 的 概念 , 吏 为 争 接 ,是 在 音 缮 俩 和 单 
纯 映 射 的 范 敌 中 的 ， 同 一 个 渗 续 映射 的 不 同 的 单 绪 逼近 将 被 证 明 
是 邻接 有 的。 本 节 的 主要 结论 是 ,在 (从 一 个 有 限 单纯 复 形 的 空间 到 
一 随意 的 单纯 复 形 的 空间 的 ) 连续 肤 射 的 向 伦 关 集合 和 单纯 爱 射 
的 邻接 类 的 某 序列 的 版 向 极限 之 间 存 在 着 双 爱 . 
设 ( 玉 1, LD 和 (Ko, Zs) 是 单纯 仿 ， 两 个 单纯 陕 射 
9, Pp (Ey, Li) > (Ks, Ts) 
是 名 接 的 ， 若 给 定 一 单纯 形 sEKy( 或 s€ZD)， 则 gp(3) Uy 是 
瑟 s 前 (或 西 指 ) 一 单纯 形 ， 显 然 ， 这 在 单 续 肤 射 (下 1，ZD 一 
《区 s，Ls) 的 集合 中 是 自 反 的 和 对 称 的 关系 ， 但 一 般 不 是 传递 的 。 
然而 ,在 这 个 单 绩 映 射 的 集合 中 。 看 在 一 个 等 价 关系 , 记 县 8 一 
8， 如下 定义 ，p~9r， 当 且 仅 当 存 在 有 限 序 列 po, mi，…， 各 使 
= 包 =2， 且 使 ol-; 和 pm 是 邻接 的 (对 i 一 I 2,…, 雹 ， 相 
应 的 等 价 类 称 为 年 接 闫 ,从 (Ki, 可) 到 < 区 5 的 间 纯 耽 对 的 邻 
接 类 集合 记 作 [Es Ta 尺 s Do ， 革 p(y 石 } 玉 (区) 是 
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单纯 了 英 射 , 风 其 邻接 类 记 革 [2 

我 们 将 会 看 到 ,邻接 英 是 同 伦 类 的 在 代数 了 的 类 似 概念 ， 我 
们 将 从 证 明 邻 接 类 可 合成 开始 研究 . 

1. 引 理 ”和 妹 接 的 单纯 映射 的 合 战 是 郭 接 的 . 

证 明 设 or (EI, Z) 一 (区 a 瑟 ) 是 邻接 的 , 旦 

CEs, La) > (Ks, Ls) 
也 是 邻接 的 。 若 s 是 站 3( 或 右 ) 的 前 纯 形 ， 则 ps) mw 的 是 三 
(或 廿 ) 的 单纯 形 。 盾 以 
下 Pi Uv UN 人 Uo 全 ) 

是 民 s( 或 5s) 的 单纯 形 ， 这 歼 涵 子 集 Jp (9) UWp'ts) 是 下 (或 
Ls) 的 单纯 形 , 且 从 而 gp, 由 区 1， 蕊 ) 一 (区 a， Le) 是 爸 接 的 . 中 

容易 从 引 理 工 指出 ,车 gp~yr 种 由 ~ 由, 则 有 bpp yo, 
所 以 大 在 邻 搂 类 的 完 作 确定 前 合成 

[op] = [> 四]， 


对 (Es, D1) > (Fs, Zs) > {区 s， 了 )、 这 祥 ， 存 在 针 蔡 范 
叶 ,， 其 对 象 治 单 纪 偶 ， 其 态 为 单纯 肌 射 的 邻接 类， 存在 邻接 范 贱 
的 满 子 范畴 由 偶 ( 互 , 四 ,或 点 标 单纯 复 形 昕 决定 . 

2， 引 理 在 一 子 复 形 上 重合 的 尔 接 的 单纯 瑞 烽 确定 了 初 对 
于 该 于 复 形 的 空间 的 同 伦 的 壬 续 喘 射 

证 明 没 p, or (RI DD 一 (区 sw) 是 邻接 的 , 且 在 CK 
土 重合 。 定义 从 | 四 | 到 |y'| 的 相对 于 | 五 ! 的 同 伦 F (| 六 vx 工 
[五 x 一 《| 区 s|,， | 二 |) 使 

Flo, = -Up 人) 十 工人 也 
GEE tED. 

因为 同 伦 是 等 价 关系 , 故 车 go 则 |o| 全 | 四 | .所 以 有 以 下 
结果 : 

3. 推论 ”存在 从 单纯 惕 的 邻接 范畴 到 拓扑 避 扒 同 伦 范 畸 的 
协 灾 芳子 , 变 { 玉 ,本 为 (| 怕 |， 工 |), [wj 为 局 伦 类 [|pi]. 中 

下 一 个 结 上 果 考 应 个 连续 映 计 的 不 同 的 单纯 通 近 - 
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多 引 理 ”同一 违 获 映射 的 两 个 章 纯 通过 ( 玖 2 了 (Ea, 了) 
是 入 楼 的 。 

证 明 设 w, pw (Ks 了 一 (Ra Lo) 是 fF IK), | > 
《| 下 s|, | 玉 |) 的 两 个 单纯 天 近 , 且 设 {w} 是 下 + 的 一 单纯 形 ， 出 
介 st 关 也 且 庄 定理 3.4.3, 

HFNstoI ENF to CN (Hp Nste (un)). 
所 以 fp(eD}U {gy'(wD} 是 区 的 单纯 形 ， 若 fw} 是 五 的 单纯 
形 ， 同 样 的 论证 说 明 {pCod0}U {fp tvD} 是 石 的 单纯 形 ， 所 以 p 
和 gp' 是 邻接 的 . 四 

医 为 重 分 对 于 得 到 任意 映射 欧 单 纯 运 近 是 必要 的 ， 故 我 们 也 
期 望 重 分 造 戒 邻接 类 对 应 于 同 伦 类 .下面 一 个 例子 将 显示 同 伦 币 
邻接 类 的 相互 关系 ， - 

5. 岗 设 : 十 2 维 单纯 形 ,顶点 为 w、 nm, 且 设 区 4 一 区 s 
一 8s， 从 罗 ; 到 的 。 的 任 登 顶点 肌 射 是 单纯 映射 。 所 以 局 存在 入 
个 单纯 映 航 i-> 芝 s。 在 这 7 个 中 ， 有 织 个 爱民 ;入 民 s 的 真 
子 复 灌 , 这 些 移 起 了 一 个 邻接 类 ， 黄 余 8 个 ,每 个 是 其 名 淡 类 的 权 
有 的 元 素 ,顶点 的 8 个 偶 指 列 确定 了 同 伦 的 连续 映射 对 应 于 群 

[iRil: Ke] ES SZ 
的 一 个 生成 元 ， 而 83 个 奇 排列 对 应 这 群 的 另 一 个 生成 元 ， 所 以 
[下 4 区 a] 由 7 个 元 素 组 成 ,而 

EE KsJ—>[| Fil; |Ks!] 
的 象 由 3 个 元 素 组 成 。 

此 例 说 明确 定 了 辣 伦 欧 连 绕 胶 射 的 单纯 遂 近 不 必 在 同一 个 令 
接 类 之 中 .下 一 个 结果 则 说明 一 有 限 单 如 复 形 可 重 分 到 使 从 它 到 
秀一 个 复 形 前 同 伦 的 单纯 映射 可 由 在 此 重 分 上 的 同一 个 邻接 类 的 
来 单纯 逼近 ; 这 是 类 似 于 单纯 冯 近 定理 的 结果 . 

和 .定理 设 扣 站 Ks | 本 | 下 中 区 s|， |Ts]) 是 由 伦 的 。 
其 中 四 是 有 限 的 ， 则 和 在 在 困 , 使 得 了 和 广 分 出 座 单 线 通 近 

wp, p': (sd* Ks, 3d* L)—> (Es, Ts) 
在 同一 邻接 类 中 。 
和 


证 明 设 了 .CKi|xL [| x 一 (Ksl, | 了 5 是 从 郑 到 
产 的 同 伦 。 因 为 |K,| 是 紧 北 的 ， 故 存在 了 的 点 列 0= 如 < 有 之 … 
之 一 1 使 对 aE|Ki| 和 i 二 1，2,…， nn， 有 顶点 EK,， 合 
了 (a, 有 人 和 了 (ww 纵 属 于 siv。 设 fi (Ks|, |) > (Ral, 
1 让 所 (2) = 也 a, 二 定义 ， 则 子 = 疡 ， 产 = 户 , 且 圣 攻 一 古 
集合 

Ws= {fr (8to) Nfrh sto) |vE Es} 

是 |Ki| 的 开 窗 盖 。 设 术 选 得 足够 大 , 使 si Ki 比 ,Go po 
,都 细 ( 由 定理 3.8.14， 这 是 可 能 的 )， 对 了 = 了 2,…, %, 设 名 
是 从 sd 避 : 到 下 的 顶点 映射 ,使 

frst vo) Ufi-s stv) Sst po), 
“对 每 个 顶点 2€ 玉 1( 这 样 的 顶点 喘 射 ps 是 存在 的 , 因为 sd Ki 比 
和 网)》， 由 定理 3.4.8， 
pu {sd* Ks, sd™ bi)-> (Ks,, La) 
是 和 广 -: 的 单纯 逼近 ， 因 为 ps 和 girs 是 产 的 单纯 逼近 , 故 由 
引 理 色 pr 和 xyz 对 6 也 2,…，m 一 I 是 邻接 的 ， 所 以 Pu~gn， 
且 多 是 成 = 六 的 单纯 逼近 ,go 是 六 ~ 产 的 单纯 逼近 目 

与 单纯 逼近 定理 不 周 的 是 , 若 Ki 不 是 有 限 单纯 复 形 , 上 一 个 
结果 肯定 不 对 , 亦 即 ,给 定 同 伦 的 现 射 户 f |KK1|-~>| 玉 sl, 不 见得 
有 玉 ; 的 重 分 玖 4， 使 7 和 疡 有 在 同一 个 邻接 类 中 的 单纯 逼近 
1 

Y. 例 设 玉 1 一 Ks 等 于 例 3.1.8 的 单纯 复 形 ， 其 空间 同 磊 
于 有 。 设 p: >Ks 是 恒 同 单纯 映射 ,9w': KK1->Ks 是 常 值 单纯 
映射 ， 变 忆 ; 的 每 个 顶点 到 Ks 的 顶点 0， 因 为 及 是 可 缩 的 ， 故 
lpl 之 jg'|， 然 而 , 着 1 是 区; 的 任 登 重 分 ，|oj 的 单纯 天 近 四 
民生 -> 玉 。 必定 是 到 忆 。 顶点 的 满 歇 ， 而 |wr| 的 单纯 蕴 近 EI-> 
也 必定 是 到 0 的 常 值 映 射 ， 因 为 邻 楼 映射 ;一 Ks 或 者 丝 肌 在 
有 限 集 上 ,或 者 痢 映 在 无 限 集 上 , 放 沙 和 池 不 在 同一 个 邻接 类 中 

我 们 证 明 游 及 是 有 限 的 ， 则 映射 问 伦 类 的 和 集合 [|Ki|， 
| 石 1; |。 , ||] 是 邻接 类 集合 [sd" 尺 ;, sd" Lxs 玉 s, La] 的 顺 向 

be 


极限 ， 注 意 , 慎 问 映射 (8 E14| ,|s6 蕊 上 ) 忆 (| 玉 ;|, | 石上 的 单纯 
通 近 (ed 次 sa 五 )>( 民 1， 卫 ) 存 在 ,这 是 由于 推论 3.4.- 且 年 党 
两 个 是 邻 该 的 ， 此 依据 引 理 4， 因为 邻接 的 单纯 映射 的 合成 是 外 


接 的 , 故 由 引 弄 1, 有 完全 确定 的 缺 射 
sd: [RK:, I Rs, Lal [sd Ky, sd hb: Ks, Fo], 
由 sd [g] = [¢%] 


所 定义 ， 其 中 ?5 (四 区， 甬 D) -> CK3， 五 ) 是 但 同 (jsd :| 
五 |) 守 刁 丰 ,| 五 凡 的 任 一 单纯 通 近 , 且 哑 〈( 交 2 In)~>(Ka, 
也 是 任意 的 一 单线 瞎 射 ， 重 复 迭 代 得 到 氢 列 
“> [ed Ky, st Ly KosTsl 
> fe Ks, sqrt Tas Ks, Toa] >», 
左 端 大 [1 Zi; 下 a， Ia] 开始 ， 右 边 测 无 限 伸展 ， 其 顺 疝 极限 
lm ,{[sd? KK Sd" Dy Fs, 五) 是 两 个 变 元 的 函 子 , 在 (Kz 三 
反 谈 ， 在 (EK,，) 协 变 ， 对 有 限 的 Ks， 此 汕 子 自然 等 价 于 画 子 
[Ed, {Lils | Esl, ILsl?. 
8， 定 理 芳 区 1 是 有 限 单 弛 复 形 , 则 存在 自然 等 价 
lim , { [sd" Ry, sdr Ts Ka, La]} 
[| El, (Tals [Eat, [1]]. 
证 明 从 大 向 极限 济 [|Ks|，! 石 |; | 六 ,|， 1 上 的 一 个 症 数 
由 以下 的 函数 狐 列 组 成 . : 
Fr: [sd" Ki, ad" bys Ks, Tol >[ ER, IFal; | Esl, | bi} 
(对 n> 四 ,使 及 一 f+-5sd (对 mw 这 中， 这样 的 儿 列 所 由 
Ftp] = rgh 
定义 ,对 gg (sd" KR, sd 三 ) 王 [区 s，Ja) ,因为 ,车 
bs (sd Ry, sd" D1) > sd" KR,, sd" Ts) 
是 便 同 映射 
. {so al, ld: Dl) Cad" Ks), Jd a)Y 
的 单纯 明 近 , 划 依 引 理 8.4.2 得 |%| ~], 且 
Friasdlp] = [lp 上] 一 中 中 = 六 办。 
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叙 列 了 思 定义 了 自然 变换 
f: lim, {[ed" Ky sd by Ks, Tal} 
70K |, Ll; [Es), Isl]. 
我 们 来 证 明了 是 双 觅 . 

易 由 单纯 蛋 近 定理 得 出 , {f"} 满足 引 育 中 的 定理 .3 的 fa); 

因为 ,车 五 《下 | 五 门 >(| 下 ,|, Is|) 是 映射 , 且 

9. sd Ks, sdr Dy) > (Ka, Ta) 
是 gy 的 单纯 毅 近 , 则 |p| 之 g, 且 

ftp] = [lz 站 = [gi. 

为 了 证 明 fp 满足 引言 的 定理 并 .8 的 名， 假设 

gs 9 (sh Ey, sd 了 一 (下 ao) 
使 |g| 之 |p'|， 由 定理 6, 存在 各 >% 重 |o| 和 | 余 | 有 单纯 通 近 

wb (sq 下 -sd Di)» CFs, To) 
在 同一 邻接 类 中 . 设 | . 

pans gd" Ky, si" Ly) —>(90" KF, gd" In) 

是 侣 成 xn=Xwofiu-， 则 Xes 症 重 同 映射 的 单纯 膛 近 , 且 因 
为 9 是 jg| 的 单纯 逼近 , 故 pr。 也 是 |%| 的 单纯 逼近 , 这 禄 所 前 是 
推论 3.4.5， 由 引 理 出 由 mv 邻接 子 由 类似 地 ，9p "mn 邻接 于 
下， 因由 和 由 是 在 同一 郭 接 奖 中 ,从 而 ghz 和 oo 得 在 同一 
邻接 英 中 。 这 意味 着 san"[@] 一 sa [op] 在 fsd" 并 KJ， 84" 
Ks, Ls. 

对 于 有 限 的 下,， 这 上 一 个 结果 提供 了 集合 [i|, | 荆 |: 
| 下 ,|, 11 的 代数 撕 述 。 作 为 应 由, 注意 到 若 Ks 是 本数 的 复 形 ， 
刚 仅 有 可 数 个 单纯 脆 射 Gq 玉 1， sa 了 ->[ 瑟 ra 《对 m 关 及 .所 
以 [sd* 1 sd" 了 Ti 区 :, Z 四 是 可 数 的 (对 9>0)， 因 为 可 数 集 的 叙 
列 的 硕 向 极限 是 可 数 的 , 故 得 到 以 下 结果 : 

9 推 沦 设 (下 ,和 4 和 (YB) 是 多 面体 情 ， 其 中 四 紧 玫 及 
YY 是 可 数 复 形 宝 间 ， 则 [了 ,4; 了 了 ,如 ] 是 可 数 入 导 
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$6 棱 道 广 群 


上 节 中 说 羽 了 , 对 有 限 的 下 1, [| 吾 z | 下 s 鼎 可 被 描述 为 一 个 
地 限 , 其 中 下 ,被 重 分 但 Es 不 必 ， 特 别 是 , 对 任意 单纯 复 形 互 ， 
| 到 | 的 从 w 到 i 的 道路 类 集合 由 下 的 单纯 构造 所 决定 。 本 节 
中 将 揭示 这 一 点 ， 将 定义 空间 的 基本 广 群 在 单纯 情况 下 类 似 的 东 
西 . 下 节 中 将 以 生成 元 和 关系 的 语言 来 显示 多面 体 的 基本 群 . 

单纯 复 形 下 的 一 个 棱 是 顶点 的 有 序 侦 (v。 o) ,它们 同属 于 互 
的 某 个 单纯 形 ， 第 一 个 顶 上 让 9 称 为 这 个 楼 的 始点 ,第 二 个 顶点 
称 为 这 个 楼 的 终点 ， 正 的 一 个 楼 道 是 五 的 校 的 有 限 非 空 序列 
ea 的 侠 emda 一 0rigerr( 对 = 工 …, 7? 一， 我 们 定义 

origL=0riga 和 endt~=ende. 
在 wwE 的 一 个 肝 核 道 是 一 个 谈 道 ? 芥 orig5 一 v0~on 引 .车 红 
和 如 是 交 的 棱 道 使 sndgi 一 or 并 ia， 我 们 定义 积 枝 道 Cats 为 一 
个 柳 道 ,由 的 榨 叙 列 后 边 接 上 Cs 的 楼 拖 列 而 形 战 。 于 是 
orig Cts= 0rig ga end C16s=end ca 

显然 ,车 end ti—orig Cs, end Ls=orig te, 
则 Clete) = Cde) bs. 
这 样 , 枕 道 的 积 满足 结合 律 ; 然而 , 对 于 积 没有 左 或 右 单位 元 素 . 为 
了 得 到 范 呈 (正如 在 拓扑 空间 中 为 道路 所 作 的 那样 )， 必须 定义 下 
的 楼 道 集合 中 的 等 份 关系 。 

五 中 两 个 楼 道 4 和 《是 章 批 等 价 的 , 若 看 古 玉 的 顶点 0 
和 这 属于 五 的 某 单 纯 环 ,使 无 序 偶 化, 5 等 于 下 列 之 一 : 

无 序 偶 {Cv, wo Cy’, 和 

无 序 假 人 tv wa 人 0) (v9)} 对 下 中 某 楼 道 媒 使 
end r= 0: 

无 序 个 {fo ta (oo oo) 财 玉 中 某 楼 道 ta 使 
Orig ga 一 性 
orige 和 nd 分别 记 4 的 始点 和 终点 ， 一 译注 


os8 =- 


无 序 个 {&a 人 o，1ga，5(o，o ea) 对 五 中 某 楼 道 
信和 ,使 eandty=v 及 orig Lav 

酚 个 楼 涝 和 &' 称 为 等 价 的 , 记 C~6'， 车 存在 有 了 腿 的 棱 道 叙 
页 名 by 使 t 一 纪 及 Lt 且 和 和 束 是 单纯 等 价 的 
(区 4= 二 四， 这 是 个 等 价 关系 , 且 易 验证 下 列 命题: 

于- 化 涵 5 和 芭 有 相同 的 始 吉 和 相同 的 终 志 - 重 

2. bm ats, 有 end br=orig Ls 益 沁 bil 

8. 若 orig5= 风 到 end 一 oo 则 (or DEE, oo) 和 

车 上 是 一 个 楼 道 , [杂记 其 等 价 类 ， 由 命题 工 推出 , oz 谍 [ 加 和 
endfg] 是 完全 确定 的 (此 由 orig[t1 一 origt ,和 end[t] 一 endt)。 
由 命题 多 有 完全 确定 的 合成 区 1 [= Tt , 若 

endt1=0rig ta. 

则 有 类 似 于 定理 1.7.7 的 单纯 情况 的 定理 ， 
于 定理 有 一 个 范 哮 轨 (及 ), 其 对 象 为 民 的 顶 记 , 其 从 1 到 
Yo 的 态 为 等 价 类 [四 使 orig[] 一 及 end[ 让 一 wz， 且 其 合 成 为 
ty a. 

证 明 单位 态 由 命题 3 给 出 其 存在 性 ;合成 的 铺 合 律 则 为 楼 
道 积 的 结合 律 的 推论 ， 看 

我 们 现在 来 说 明 图 <) 是 个 广 群 ， 若 eo= (wo 几 是 天 的 恋 ， 
定义 er1= (o 加 , 且 若 Eee 是 王 中 的 楼 道 ,定义 

Cer 

经 易 核实 下 列 命题 ， 

56. (于 一 二 

6. origt!~=endl 有 endt"!—origt. 用 

9 bbs 六 沪 Lb 

8. 若 origL 一 届 及 endC-ve， 网 区 wo， ) 县 一 
{vs 05). 
”于 是 得 出 , 在 必 { 玉 ) 中 , 区 六 一 区 -5 且 从 而 EC) 是 个 广 
群 。 此 广 群 称 为 玉 的 核 适 广 群 . 若 如 是 互 前 顶点 , 则 在 (EK) 
的 始点 和 终点 六 为 wo 的 元 素 的 集 人 台中， 运算 区 ]。 [8 后 之 成 为 一 
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下 群 , 记 作 召 ( 开 ,ro) ， 称 为 本 的 以 加 为 基 顶 点 的 苇 道 辞 . 
为 对 比 CK) I 和 BECK, 60)] 与 p(|KD[ 和 om(lF|, v0)], 
对 r>1 启 五 为 等 分 工 记 得 的 董 分 , 亦 邯 , 主 是 单纯 复 形 
I 位 Elosi<r}u {全 4}h<i<d. 


给 定 五 中药 了 个 楼 的 楼 道 二 ee…er 设 9.:、ITr-> 及 是 单纯 哆 射 ， 


和 yf orgar (ir-D 
一 Pre, [ee (Lb) | 
给 出 则 |B&|: >|K] 是 |K| 中 的 潜 路 ,县 易 见 下 列 命 是 感 立 ， 
9. orig|p:| ~orig? HA end|psl =end¢, 有 
10. Cm~L' 蔓 汤 gr| 之 |ge|reli. 目 
11. 若 endly=origts, 凡 |pool 守 ipal* galreli. 四 
于 是 可 得 出 , 存在 从 (五 ) 到 多 (| 世 |) 的 自然 变换 P 变 vE 
素 为 点 9E[ 开 |, 变 CE) 中 的 态 [ 扫 为 名 [HKD 中 前 态 [lgrj] 
下 而 证 明 对 于 茧 点 wm、 坊 E 五 ，p 为 双 歇 ， 
人 a bomy (v1, Wo) Shomgs(w,, vo), 
这 可 以 由 定理 3 省 .8 得 和 得 也 可 以 喜 接 证 明 ( 且 并 不 比 区 于 定理 
3.5.8 的 证 明 更 长 ). . 
13. 引 惠 ”对 任意 V0.01EKK, 沪 数 
p: hometv, 30) 一 horme(zd， ao) 


ba 


是 满 映 ， 
证 明 给 定 从 到 全 的 道路 ,I~>| 玉 |， 因为 T=||， 故 


由 定理 3.4.8 得 由, 有 单 纸 趴 射 
9 sd 一下 


是 名 的 单纯 返 近 . 医 sd 五 一 Taw 故 存在 捷 道 上 一 e+……eaw 由 

于 (二 

定义 ， 鸽 p 一 pg:， 因 为 g(0) 一 oo 且 9(D wD 故 从 引 理 

83.4.2 得 省 |p| 守 wrelfZ， 所 以 Fo 一 [9 站 二 下 和 上 一 [和 -和 莉 
Wp 不 是 自然 变换 ,而 是 协 交 函 子 ,一 开 注 

.160， 


m=(p 


在 证 时 p 是 单 爱 之 前 稍 要 - 蚂 预 备 引 玲 . 

13. 引 理 ”对 任意 单 池 形 8 在 5 中 具有 相同 始点 和 相同 终点 
的 是 个 棱 着 是 等 价 的 . 

证 明 只 要 证 明 若 是 3 的 任意 棱 道 ， 佑 ozigt-e 和 endt 
= 刀 ， 则 故 等 价 于 由 单个 棱 {， ?组 成 的 棱 道 即 可 这 由 对 的 
楼 道 数 归纳 证 明 而 得 出 . 目 

14. 引 理 设 C 和 "是 区 中 的 以 道 ,各 有 个 楼 ,使 pe, ges 
Te 区 为 邻接 的 。 则 ~ 人 

证 明 设 5=er…6r, 其 中 = 《wy 00, 且 设 癌 = 改作 ,其 中 
外 一 只)， 对 0Sisr 设 am 《ws 20) (这 是 下 的 楼 道 ,因为 
P: 和 er 是 铝 接 的 }， 从 等 价 的 定义 得 

Leese e007 ler, 
民 为 ps 和 pr 是 邻接 的 , 则 对 每 1Y<i<r 存在 区 的 某 单 镶 形 % 便 
Gx 6-: 独 8 全 是 到 的 接 ， 由 引 理 19，oia 一 起 和 scope 
(对 Deo<r 一 人 D, 且 本 Doel， 所 以 
016-0716a 03671067160 po = t', 

15. 引 理 设 Lweyer 是 区 的 模 道 , 且 设 入 Jr>T 是 性 同 
肤 射 17ar| 安 | 三 | 的 章 比 远近 。 则 一 1， Terry 下 对 某 攻 一 师 生 
Gar BE Eb, By 

证 匡 ” 设 a= (oa ?9 对 0<j<r)， 则 

S16 = (ti DD Dy Hn) 
《对 某 顶 点 各， 它 等 wt 或 中 的 一 个 ， 由 引 理 18, e341 esi~ar 
BZ~s. 自 
我 们 更 已 准备 好 关于 棱 道 广 嫩 的 主要 结果 - - - 
16. 定理 对 项 点 m6,WEK, 涵 孝 
p, homstvs, vo)—>hom sw, vo) 
是 开瑞 . 

证 明 让 于 有 了 引 理 12, 只 剩 下 证 明 p 是 音 映 ， 设 2 和 
是 从 ww 到 的 校 道 , 使 lg | 之 jp |relf， 将 平凡 楼 (ws, ma) 加 到 
或 5 的 终点 ， 可 用 等 价 的 楼 道 代 葵 纪 和 5 使 之 具有 相同 的 核 

二 » GL. 


数 ， 从 而 不 失 一 般 性 可 设 了 和 < 都 有 7 个 淡 . 则 px, per 五 -> 互 
是 使 |gr| 之 [gr|rel 了 的 .由 定理 3.5.6, 存在 加 使 若 ls sd" 一 三 
是 便 疝 映射 的 单纯 盾 近 , 则 pc 入 和 9 是 在 同一 邻接 类 中 .现在 
= 和 Pi 以 一 ei( 对 于 区 的 苇 道 旭 和 从， 由 引 理 直 (及 对 
归纳),Z~ 寻 和 ~ 届 ， 从 引 理 技 得 出 ~ 所 tt 时 

车 g， 玉 3s 是 单纯 映射 ， 则 存在 协 变 画 子 prs (Ks) 
(Es), 自 

pale] = [pC)] 
定义 ,其 中 ,车 
C= {v0, Eo, a) (er, er), 

如 

PE = (p90), PCD PD), (v3)) (pn), po)). 


验证 在 方形 
PEO SE) 


， 
YK) Bg JKal) 


内 的 交换 性 是 不 难 的 ， 记 以 有 以 下 结果 : 
到 .推论 在 以 wo 为 基 顶 点 的 点 神 单 癌 复 形 区 的 范 畦 上 ,pp 
是 协 变 巴 子 如 ( 玉 ， eo) 到 协 容 济 子 w(| 下 |, to) 的 身 央 变 搁 ，。 由 
注意 ,8( 五 ) 由 下 的 2 维 骨 总 所 决定 ; 亦 即 : 五 的 楼 道 决定 于 
下 中 处 于 禁 同 单纯 正之 中 的 预 点 赵 , 日 杰 道 之 间 的 等 价 类 定 于 处 
在 疝 一 单纯 形 的 三 顶点 组 ， 从 而 BR 二 呆 ( 克 ) 


为 流 一 大 役 毅 述 与 本 书 关 于 台 子 和 自然 变 扫 的 概念 不 很 符合 ， 和 如 前 注 , 器 是 函 子 
(EE)> 久 (| 下 | 。 医 污 没 有 已 广 群 区 旷 ) 为 对 象 的 范 睹 , 故 不 能 将 4") 或 多 (| - 门 祝 
为 函 子 , 故 p 不 是 自然 变 按 。 本 书 给 出 的 交接 图 表 的 疾 念 , 公推 芳 时 中 的 对 象 与 态 的 
图 表 ， 没 有 范 暑 与 函 子 的 宝 表 ， 汪 此 ,推论 之 能 时 图 表册 村 从 新 芭 出 ， 至 于 推论 中 区 
了 (下, tp) 永 35(| 丰 |，m0), 是 两 个 腾 、 按 前 面 的 习惯 ,要 将 名 和 视 为 汕 子 而 后 者 再 
与 函 子 "i 合 战 , 闭 能 考虑 它们 之 间 的 自然 变换 。 这 最 后 辽 玫 (EK eg (五 ), 六 书 并 未 
给 出 两 个 范 避 (从 而 广 鲜 ) 之 问 的 等 价 定义 及 符号 “=” 只 甬 接 意思 理 胃 为 它们 之 问 有 
闭 个 ( 互 滥 的 " 雪 变 和 尖子 。~ 一 译注 
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18. 推论 对 住 意 宵 点 单 她 复 形 ( 玖 ， va)， 包 念 陵 射 瓦 2 一 玖 

请 时 同济 
w(K*|, vo) Swe|E|, co). 

着 ?是 妃 的 单纯 形 ， 则 其 任 两 项 点 属于 &(EK) 的 同一 分 支 。 
所 以 SK) 的 分 支 《至少 确 定 了 抬 区 分 凋 成 于 复 形 { 冯 外， 称 为 
还 的 分 支 ,由 如 {8E 区 |s 有 有 某 硕 点 在 加 中 } 所 确定 ， 车 仅 
有 一 个 分 支 ,出 称 为 连通 的 ， ， 

19. 定理 苦 直 下 让 是 吾 的 分 支 集合 ， 则 人 加 i 是 | 下 | 的 
适 路 分 支 全 合 ， ， 

证 明 著 4 是 下 的 顶点 , 则 是" 是 道路 连通 的 ,， 且 从而 展 于 
| 互 ( 的 与 s 下 同 的 道路 和 分支 ， 雪 定理 16 得 出 ， 及 的 两 硕 点 在 
多 (| 下 |) 的 同一 分 克 中 , 当 且 汶 当 它们 在 8( 玉 ) 的 同一 和 分支 中 , 所 
以 ,车 { 柱 } 是 (EB) 的 妇 支 集合 , 风 | 玉 | 的 道 咯 分 支 集合 是 {Pi}， 
由 了 := Ustv|sE 加 )》 给 出 . 显然 , P= ||. a 


87 图 


我 们 来 说 明 楼 道 群 五 (及 ,vo) 的 生成 元 和 关系 体系 能 够 怎样 
决定 .这 提供 了 寻找 一 个 多 面体 的 基本 群 的 生成 元 和 和 关系 药方 
法 。 因 下 的 每 一 楼 道 是 玉 的 1 维 骨 架 的 棱 道 , 故我 们 拓 回 述 1 
维 复 形 的 棱 道 群 洗 手 。 

一 个 工 维 单 纯 复 形 称 为 一 个 图 , 单 连通 的 图 称 为 圭 ， 

1. 引 理 一 个 图 是 树 , 当 且 仅 当 它 是 可 缩 的 中 

证 明 因为 可 缩 空间 是 单 连通 的 , 故 一 可 缩 图 是 树 ， 反 之 , 设 
蕊 是 树 且 设 oo 是 | 尺 | 的 顶点 。， 我 们 定义 从 | 区 | 的 恒 同 映射 1 到 
点 | 下 | 到 mo 的 常 什 映 射 c 的 同 伦 了 ,| 芭 |xI>||。， 因 为 |K| 
是 道路 连通 的 , 故 对 的 每 顶点 存在 iK1 中 从 4 到 oo 的 道路 
ce， 定义 百 在 v0XI 上 使 了 (4, 伸 =ww( 旨 ， 对 区 的 每 个 1 维 单 

六 因为 何 层 一 种 图 , 是 一 各 单 扣 复 形 , 而 弟 纯 复 形 并 无 剃 过 " 通 的 概念 ， 蕨 此 处 点 
理解 泳 其 宅 避 单 连通 的 图 、 可 演 六 这 拌 里 解 。 一 一 译注 
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纯 形 s, 映射 天 定义 在 |s| x 了 的 子 集 
CslxO Us| xDUUIxD 
上 。 因 为 | | 是 单 连通 的 , 且 
. lex Clsf x Us x DU x DY 

周 胚 子 (至 ?83), 故 丸 可 扩充 到 |s| x 工 上 。 以 此 方式 我 条 得 到 映 
射 了 | 区 | xz>[ 忆 | 它 限制 在 每 个 js| x 了 上 连续 ， 于 是 忆 是 
连续 的 , 且 1c. 时 

入. 引 理 设 瑟 是 连通 单纯 复 形 , 则 区 包含 一 板 夫 树 ， 且 任 
总 报 大 树 辟 包 合 天 的 全 部 而 点. 

证 明 ”包含 于 下 中 的 本 的 集合 由 包含 关系 给 出 倘 序 ， 设 
{ 到 小 是 五 中 的 树 的 一 个 全 序 和 集合 , 且 设 人 J~ UK;， 我 们 证 明了 了 
是 树 -，” 因 为 正 ; 是 工 维 的 , 故 了 了 是 1 维 的 ， 基 为 {K 放 是 村 的 全 
序 集合 , 故 了 的 任意 有 限于 复 形 包 售 于 某 KK; 中 。 为 说 明 思 是 单 
连通 的 , 设 产 8 | 到 |， 其 中 一 0 或 1 则 780 是 紧 臻 的 且 从 而 
包含 于 | 下 /| 中 (对 于 茶 个 办 ， 因 为 | 开 ;! 是 单 连通 的 ， 故 映射 关 
Si3| 罗 sy| 可 扩充 为 唉 射 疡 对 H >|F4| 己 | 人 Ti, 帮 || 是 单 连通 的 。 

作为 其 结果 ,区 中 的 本 的 每 个 全 序 集合 有 作为 其 上 加 的 树 . 
利用 Zorn 引 理 可 建立 五 中 的 极 大 的 树 ， 若 了 是 玉 的 极 大 的 
树 , 却 又 不 包含 五 的 全 部 机 点 , 则 处 下 的 连通 性 推出 ,存在 一 个 
1 维 单 织 形 fo w}EK, 使 WET 及 避 芋 T. 设 于 为 TU {fws}, 
{v2 9}}， 因 为 如 是 |{w, wm} | 的 强 形变 收缩 税 , 故 |T| 是 |P:| 的 
强 形变 收缩 核 ， 所 以 |T| 是 可 纠 的 ， 且 其 而 TDi 是 比 卫 严格 党 义 
下 更 大 的 森 , 这 与 卫 的 极 大 性 相 矛 后 ， 轿 

共 引 理 2 推出 其 区 是 连通 复 形 ， 且 人 是 区 中 一 个 级 大 树 ， 
则 下 一 了 J 由 级 数 > 的 单纯 形 组 成 ， 因 为 !Ti 是 可 缩 的 , 效 区 中 
任意 楼 道 由 其 在 区 一 人 中 的 部 分 所 决 定 ， 如 我 们 下 面 将 会 看 到 
的 ,这 启发 出 如 下 的 定义 . 

设 人 是 连通 复 形 区 的 极 大 树 ， 设 身 是 由 下 的 楼 (wu 办 生 
成 的 群 ,具有 如 下 关系 : 

(8) 厦 人 oo 是 下 的 梳 , 则 名 各) 一 了 
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th) 车 t+. 和 w" 是 下 的 一 个 单纯 形 允 顶点 , 则 
人 2 #0, 0 

9. 定理 在 上 列 记号 下 ,(K, vo) 守 G, . 

证 明 因 多 大 连通 的 ， 且 他 合 下 的 每 个 硕 点, 故 对 下 的 每 
质点 名 存在 中 的 校 道 66, 使 orig 人 一 wt0 及 endtbomv. 车 (oo 
是 下 的 榨 , 则 楼道 Ce(v, % 人 5 是 下 中 在 w% 的 厨 楼道， 所 以 存 
在 由 不 的 楼 生 咸 的 自由 和 群 也 到 局 (及, wo) 的 间 态 包 由 mo) 
= 芝 。(2, 让 所 定义 ， 

我 们 证 明 w 可 分 解 出 因子 G， 车 (Ce, 9] 是 的 棱 ， 则 -Cw; 
吃 如 是 到 的 闭 棱 道 ， 因 为 生 是 单 连 通 的 , 故 

[le, NE] = 

且 o 把 @) 型 关系 变 为 荆 落 以 和? 大友 的 一 个 单 织 形 的 顶点 ， 
则 


区 人 [to oH = [oly 0) (vo wR 
= [bo 2 
所 以 oC, oO, 0)) mal), 
且 基 而 有 同 态 w，G-> 召 (下 v0) 合 : 
oo, oI ao, oN fob, GN, 
为 证 明 af 是 同 物 , 我 们 构造 一 个 逆 8 加 (下 ， wo) 一 和 F 如 下 ， 
对 每 心 团 校 道 【一 6…er 令 属 尼 ) 一 e115, 其 中 的 右 储 理 解 为 如 中 
的 采 积 车 5 和 ?是 单纯 等 价 的 , 则 因为 (b) 型 关系 ， 
: BO 一 CD)。 
所 坟 有 同 态 请: 也 ( 瑟 ， oo 一 G 使 及 [一 BC。 
”我 但 来 证 明 x 和 后 是 互 道 的 ， 葵 定 贸 道 
C= (v0, 2 Ca Le) Cr, Wo),. 
出 wBi 交 = 一 [其 中 
站 一 oo Eee va bobo ae 
一 oo 00) (Co 9) (Wr, Oo) ER. 
因为 6。 是 单 连通 复 形 了 的 闭 楼 着, 训 Cl 上 且 如 ~ 商 以 8 
是 如 (区, to) 的 单位 ， 
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考察 Bi 0) “Bl5o) (vo) B45D)， 因 为 嫩 和 是 TP 
的 楼 道 , 故 它们 是 多 的 楼 的 积 ， 从 而 (5 和 BC 都 等 于 卫 由 
于 所 理 关 系 ， 记 以 Bo (w 的 一 人 0), 且 因 为 {(v, 9?)} 生 成 
包 故 Bo 在 G 上 一 工 .上 

在 迫 为 有 限 的 情况 下 ， 它 只 有 腿 个 楼 .于 是 好 是 有 限 生 
成 的 。 类似 地 ,只 有 有 限 个 (a) 再 和 (Cb) 型 关系 、 因 此 GG 可 表 成 有 
限 生 成 名 由 有 群 对 一 有 康生 成 子 群 的 商 群 ， 队 而 我 们 有 以 下 推论 : 

4. 推论 营区 古 有 限 壬 交 单 欠 复 形 ， 则 轩 ( 及 ,v0) 是 可 有 
限 显示 的 ,用 

5 推论 若 尺 是 连通 图 , 则 各 (EK; 有 且 著 了 是 
区 中 的 家 大 树 , 则 可 (有 ,wo) 的 生成 元 的 集合 与 区 一人 的 i 维 单 
主 形 集会 是 一 一 对 应 的 ，. 

证 明 考虑 上 述 的 群 G， 因为 fa) 迎 关系 ， 我 们 仅 需 考虑 尽 
的 不 在 全 中 的 柜 ， 每 个 这 样 的 楼 e 对 应 瑟 - 卫 的 某 个 工 统 单 纯 
形 顶 点 的 排列 。 (b) 型 关系 痊 涵 其 相反 排列 的 楼 在 妇 中 等 于 e- 
所 以 群 旨 由 区 -了 的 每 个 1 维 单纯 形 的 一 个 榨 生 成 ， 在 如 的 这 
些 生 成 元 之 间 无 关系 ， 央 为 , 闭 v.v' 和 是 区 的 一 个 单纯 形 的 
顶点 , 则 它们 至 少 有 两 个 相同 ， 着 v=%' 或 w= 只 ， 则 (b) 型 对 应 
的 关系 是 平凡 的 关系 100 o 罗 = (的 或 (w, 区 I= (vw, 0), 著 
一 ao 对 应 的 关系 为 (oj) (21 从 “1 用 生成 元 的 术 滞 来 说 ， 是 

wet. 

6. 例 设 了 一 { 入 是 集合 且 设 站 是 点 标 空 间 ， 它 是 (在 点 
标 空间 范畴 中 芍 ) 虐 标 工 维 球 {5 和 jyey 的 和 ， 每 个 寻 可 由 名所 三 
角 剖 分 ,其 中 与 是 3 维 单纯 形 9 一 { 邮 动 ; 20), 且 当 对 应 下 如 的 
基点 ， 于 是 及 可 三 角 剖 分 泊 复 形 区, 顶点 为 

{ow}U {wy, hes, 


1 维 单纯 形 为 

Uv, oerU {fo, WserU {yy, WH es, 
设 人 是 玉 的 一 个 极 痰 树 , 使 -全 由 族 {{o, ?jyes 组 成 ， 从 
锥 论 5， 召 (EK，%) 一 一 对 应 于 了 的 生成 元 上 的 自由 群 ， 所 以 


0 


4K 及，z0) 与 由 了 生成 的 自由 群 同 构 , 其 中 mm 对 应 于 由 
9. 例 谨 蕊 是 羽 " 中 必 个 分 离 的 闭 图 盘 或 点 的 补 集 ， 则 并 
与 Pp 个 点 标 1 维 球 之 和 有 同一 伦 型 -所 以 子 的 基本 群 是 所 个 毕 
成 元 的 自由 铬 ， 
对 于 连通 图 ， 基本 愉 丽 于 是 其 所 基 于 的 空间 利 全 从 类 的 范 及 
按 群 和 同 态 的 真确 约 表示 . 在 下 述 定理 中 桶 括 这 一 点 . . 
8， 定理 设 1 和 罗 : 是 连通 图 ,县 设 侣 是 区 s 的 询 点 , 则 
{a) 性 塌 连 续 蚁 划 开 | 同人 到 枯 隐 夫 六 |Kzl 
一 | 玉 s| ,使 户 (vo) 是 区 a 的 研 点 ， 
(b) 车 吗 是 及; 的 任 总 顶点 ; 且 - a 
hs wml] Ri), v0) > | Ea! ,10h) ' 
是 性 一 局 坊 ， 恒 认 在 兴 续 及 才 拓 《 《Ra 网 (El 鸭 信 
fn. 
(0) 设 吕 和 名 是 a 的 天 点 , 且 证 万; 六 jls 是 中 
射 ， 使 了 (v9) 一 册 ， fa(w0) 一 虞 。 则 及 作 Jss. 当下 仅 当 不 在 | 下 a 中 
前 从 码 旭 负 的 着 囊 四 使 下 这 三 府 形 兖 扶 ，， 
w(| Kl|, ww) 
fn ‘ J 


orlKsl,) w( Ral, 

征明 因 Ks 是 连通 的 ， 故 | 下 ,是 道路 连通 的 ， 上 且 (9) 其 偶 
(js|，vo) 对 于 1EKs| 有 同 训 同 从 扩充 狂 质 这 一 事 洋 得 出 (做 政论 
3.2. 肋 ， 四 

为 了 证 明 (b)， 投 全 是 下， 中 的 极 大 醋 .* 凑合 } 是 所 的 
单纯 形 集合 , 且 对 每 个 j 设 6 一 (wy, 只) 是 棱 , 其 估 点 为 sj 在 菇 个 
排列 中 的 顶点 ,对 区 中 每 顶点 存在 人 中 从 ww 到 "的 楼 道 go 对 
每 个 j 设 


w= Cwt ba, - 
则 [os] Em(|EF1l，wo)， 且 由 叭 论 5 利 8.6.19; 集合 {feoy 是 
mw《[ 下 1|， te) 的 自由 生成 元 体系 ， 对 每 个 多- 设 wo 是 | 区 sl 中 在 地 
,407 。 


的 闭路 ,使 [oy] 一 [co 和. .我 们 定义 连续 映射 
f. (Ei, vO) > Es|, 0) 
使 (TI) =w、 且 对 每 疡 我们 定义 了 | [ss | 使 
flivy + 1) = 60), 1 
其 中 |5j 的 点 表 为 形式 to 十 (1 一 从 wy( 对 #& 了 )， 是 连续 的 ， 因 
为 它 限 制 在 | 下 | 和 每 企 |s| 上 连续 显然 ， 
fx[@s] = [3] = Mo 
所 以 fs 一 天 
为 了 证 明 (c),， 注意 , 若 户 汪 户 ， 网 有 | 中 区 电 到 二 人 
路 w， 使 得 由 定理 1.8.7,， fi# 一 所 mfa#。 反 之， rp 
俊 人 是 下; 中 极 大 树 , 且 对 区 1 的 每 顶点 ov, 设 C 是 了 中 从 ww 到 
?9 的 一 个 楼 道 。 我们 通过 一 系列 步骤 来 定义 ,1 Kz| x I |Ks| 
作为 从 天 到 户 的 同 伦 ， 首 先 奸 Plw, 0) 一 fo) 及 Plw, 1) 一 fo(%) 
(对 2E€ 1K1|). 则 也 在 (|i| xX0)U(IKi| Xx1) 上 已 定义 了 ， 若 
9 是 Ki 的 预 点 ,我 们 定义 。 . 
FPO, = (full Dro) falt)) HD (HED. 
则 了 Cv, 0) = 及 (9) 及 了 (lv, 一 fa(v)， 于 是 了 定义 在 iK3| x 了 
上 ,并 在 (| Ki| x0) U (| 下 | x 芒 上 与 前 边 的 定义 符合 . 具 剩 下 扩 
充 卫 于 |s| XT 上 (对 每 个 1 维 单纯 形 sE KK1)、 设 % 和 wv 是 在 
某 排列 中 的 顶点 ， 则 js| x 工 是 个 方块， 以 下 述 随 意 结合 的 乘积 为 
其 边界 
(0,2) | xO x Dall wy, 1D rex DT 1 
五 可 扩充 于 |s| x 工 上 ， 当 且 仅 当 如 映 这 个 滋 积 于 | 五 !| 上 的 一 个 
零 伦 的 道上 路， 由 的 宠 义 ， 上 述 道 路 变 到 一 个 同 伦 于 下 述 随意 结 
合 的 道路 的 乘积 “ 
fl, orf sonfol Lil)*fal 地 | 
(六 | | eo fs [tl) 

fw, 0) [ft | 

gj] Go’, oD) elea Dro Dufsltd 

fl bv, 0) afl lfiCi by]* | DL 


六 到 Po 
全 ef 

所 以 , 闻 可 扩充 到 |s xx 上 上 上 , 且 得 到 的 脆 射 瑟 jj 要 
连续 的 , 因为 对 及; 中 每 个 闲 单 纯 形 |s|， 它 最 制 在 {s| x 了 上 是 过 
续 的 ， 故 瑟 廊 汪 户 . 量 ， 

从 定理 8Ch) 得 沁 , 车 天 《11{,00) 习 (| 了 sl,o0 诱 导 同 构 、、 

fa ml| Kil, vo) ml | Kal, 00), 

则 有 一 连续 映射 9, (| Ks|, ?9 一 全 1|, v9) 使 gr= (fs :由 定 
理 8(0) 得 出 gf 之 lx, 和 且 fg<lr,, :从 而 我 们 有 下 一 个 结果 . 

9. 推论 设 K1 和 区 s 是 迄 通 图 ， 4 有 一 顶点 wo 9 有 一 
顶点 ， 连 续 映 射 有 (|K41 ,2w0) -| 下 s 生 钨 ) 逐 疾 伦 等 丛 > 当 且 
仅 当 它 话 导 同 构 fs: oz(| 丰 ayoa) 首开 二 鲍 )， 国 二 

在 证 明 8(6) 时 交 造 同 伦 政 刻 用 的 之 步 太 充 程 序 , 是 在 复 形 拘 
空间 上 构造 过 续 映 射 的 典型 方法 . 中 放 在 “个人 加 上 的 千 好， 立 
刻 扩 充 到 下 一 个 骨架 ， < Ei 


$8 例子 和 应 用 ” 


本 节 包 含 涉 及 基本 群 的 各 种 结果 ; ,我们 从 理由 群 理 论 章 一 
应 用 开始 ; 特别 是 , 我 们 证 明 自由 群 的 任意 孙 群 是 自 册 的 。 其 次 ， 
我 们 考虑 把 一 个 2 维 隐 腔 贴 加 在 一 空间 上 对 其 基本 发 的 影响 < 我 
们 应 用 得 到 的 禁果 证 明 任 一 群 同 移 入 某 空 间 竟 基本 群 ,， 最后, 描 
述 如 何以 生成 元 和 关 款 表示 一 个 般 面 的 基本 群 . ; 

车 K 是 单纯 复 形 且 aE1 下 | 有 承载 于 s( 亦 路 a€《s>)， 则 对 
E 的 任意 重 分 K', 单纯 复 形 有 "x 是 8 的 重 分 (由 引 理 3.8.8)， 这 
得 出 下 的 一 个 改进 的 重心 重 分 可 以 煌 造 出 来 , 其 栅 眶 是 m 以 丽 异 
于 s 的 单纯 形 的 重心 . 所 以 五 有 一 个 重 分 , 以 w 为 一 页 点 ， 并 有 
以 下 结果 . 

1. 引 理 考 wE Il 则 存在 如 的 重 分 及 ' 成 为 一 项 洁 ; 克 

2， 定理 多 西 休 总 局 部 可 扩 的 。 - 

,169 ， 


证 明 ”观察 引 理 1， 只 要 证 胃 著 * 是 单纯 复 涉 下 的 顶点 , 则 
9 在 | 互 | 中 的 每 个 令 正 妈 包 会 一 个 + 的 撤 问 玉 , 它 在 了 中 可 下 
变 到 v 即 可 ， 设 口 是 v 的 领域 , 且 设 4=sbv， 定义 AXI> 
IL 使 

加 (Ko d=tot (1—Dm. ~ 
期 将 各 在 | 下 | 中 形变 到 点 wv, 且 
F(xI)=vEU, 
所 以 有 % 在 4 中 的 某 邻 城 记 使 得 
F(X =U. 
因为 = 时 6b 在 | 区 | 中 是 开 的 , 走 玉 荐 在 | 互 | 中 的 邻 域 ，. 押 为 ， 
了 [7x 工 是 隐 在 辽 中 到 9 的 形变 ,所 以 | 刁 | 是 局 部 可 编 的 、 目 、 

由 定理 2 得 出 者 秋 空间 的 理论 可 应 用 干 儿 面体 ， 且 对 应 于 多 
三 体 的 基本 群 的 任 一 子 群 容 窑 榴 荔 投射 ， 我们 洲 涪 明 多 面体 的 任 
意 覆 登 投射 对 应 一 个 单纯 昧 庙 . 

3 定理 设 g 证 > 民 是 项 党 投射 ,其 中 于 是 多 面体 , 则 定 
是 多 画 体 ,与 尽 有 有 榈 同 纵 数 ， 且 名 以 此 方式 对 应 一 单 形 映 黄 ， 

证 明 设 p 定 >|K1 是 窗 到 投射 ， 对 任意 单纯 形 s 所 下 , 阿 
单纯 形 | 引 是 单 连 通 的 、 从 升腾 定理 鹤 得 包含 医 射 |s| | 下 | 可 逢 
鸭 于 碳 射 |sl->[ 宝 |， 且 从 唯一 逢 腾 定 理 得 出 ， 本 个 这 样 的 升腾 或 
则 和 军 合 ,或 则 有 分 离 的 象 、 从 三 存在 定 的 与 fs| 想 同 的 一 些 叶 , 共 
有 |s| 的 升 内 的 个 数 那 么 多 个 ， 

定义 单纯 复 形 下 ,以 族 fp*《e) 1 是 区 的 项 此 为 顶 上 友 的 人 

合 , 且 5 一 {5 …,.} 是 食 的 单纯 形 , 当 且 入 当 夫 一 下 中 的 单纯 
Wo, 有 | 引 的 一 升腾 到 |s|-> 赛 ;使 1 

.fd (NDSiCD) So 
[ 容 此 情况 下 sp6) 及 记者 叭 一 ]， 册 居 是 单纯 复 形 且 与 玉 有 
相同 的 维 数 、 著 厨 是 了 的 面 , 则 p( 信 ) 基 gp 后 的 而 , 晤 。， 
| lm 人 GD)|= 记 ， 
所 六 区 { fjief 确定 于 连续 院 射 天 | 多 | 全 :使 
了 (了 at Bm) NH BobE lh 


,A70, 


令 如 民 一 下 是 单 结 呐 射 俩 p( 芒 =2 人 0) ， 邯 存在 交换 三 角形 
IE| -和 
lols wp 
lz| 
为 了 完成 定理 前 证 县 ,只 要 证 明 ( 必 ,万 是 证 的 三 角 剖 分 7 亦 
即 了 是 同 古 ) 即 可 ， 考 “是 玉 的 顶点 , 旭 sfw 是 可 缩 的 , 且 爬 9 平 
均 要 释 ， 财 于 5Ep7(D), 设 Ue 是 pet) 的 包 合 多 的 分 支 ， 则 
giDs 是 Us 到 sts 的 同 肘 ， 由 义 和 p 的 定义 , [pi ls 是 ot 到 
sto 的 同 胚 (对 于 Eg 1(w))。， 从 上 述 三 角形 芍 交换 人 性 知 了 lstz 
是 3 到 如 s 的 同 县 (对 于 人 Ew-+(w))， 因 为 
Iel C0 = {sto Ep 
故 肛 | 虽 (5 是 从 1 下 于 ( 上 区 到 p-1(85 区 的 同 胜 、 因为 这 对 
忌 的 每 个 顶点 都 蕊 立 , 记 以 了 是 f 民 | 到 衬 的 问 且 上 
下 述 推论 是 这 些 结 兴 的 应 用 - 
至， 推论 自由 群 的 任意 隆 妊 是 身 由 的 ， 
证 明 设 下 是 自由 群 ， 从 钢 8.7。 6 得 出 存在 多 面体 下 织 
为 基点 ， 獒 m( 开 ,mm) 汪 丈 (事实 上 互 是 一 些 二 维 球 的 棉 和 ”， 设 
了 是 巨 的 任意 子 群 。 在 上 述 同 槐 于 ,到 对 应 于 子 群 ' 吾 Cef( 斑 ， 
oo)， 设 2 定 -> 了 是 覆 琶 投射 ,使 训 是 道路 连通 的 ,县 
了 Co) to, px, vo) ~— 辟 , 
则 让 定理 8， 说 同 肥 于 一 个 连通 图 的 空间 . 理由 推论 3 7 后 
5( 访 ,ww) 是 自由 群 ， 革 
车 瑟 是 有 限 连 通 图 ,出 队 淮 论 3.7 ,5 入 出 BE, I 是 
1 一 mo 二 ms 不 生成 元 上 的 自由 群 ， 其 中 we 是 五 的 顶点 个 数 ， mm 是 
下 的 1 维 单 红 形 的 个 数 、 车 9, 宦 >| 必 | 是 重 数 为 各 的 覆 受 投射 ， 
则 对 应 的 使 的 (由 定理 8 纵 出 的 ) 三 角 齐 分 (区 ， 力 中 ,2 维 单纯 形 
区 个 数 等 于 mm， 其 中 是 瑟 的 了 维 单 操 形 的 个 获 ， 所 以 证 朋 
推 运 4 记 用 的 方法 也 建立 了 下 流 的 结果 : 
右 . 推论 设 互 是 m 个 生成 元 上 的 自由 群 ， 且 设 奋 是 民间 
9 祝 和 。 或 称 为 在 一 点 祖 触 ， 清 在 点 标 范 团 中 的 和 。 一 一 译注 
"Ti, 


指数 劣 电 的 子 群 ， 则 可 是 工 一 中 十 mm 个 生 战 元 二 芍 自卫 洗 。 四 

我 们 现在 研究 贴 加 胞 膀 过 程 在 基本 群 上 的 影响 。 设 二 是 空 
交工 的 亲子 集 ， 开 称 为 从 用 贴 上 % 准 苞 朋 fo 中 而 得 到 半 ， 其 中 
0 若 

(a) 对 每 个 多 四 是 工 的 子 后 

《bh) 车 加 一 丰 人 14, 则 对 j 尖 六 :四 一 站 是 与 中 一 乒 务 离 的 

(0)' 子 有 关于 {4, 和 9 的 上 秦 素 拓 盾 , 且 X—AUUe 

(四 对 每 个 少 有 哆 庄 

fr (EB, 单一 (的 

使 记 Can 一 示 万 是 站 一 8 到 地- 直 的 同 胚 ， 县 李 有 由 万 和 
包含 映射 从 CC 的 于 讲 基 的 拓扑 ，、 

福 阁 ,车 %=…0, 则 至 是 4 和 离 肯 才 间 的 和 和 和 | 映 庄 

“fr (B'S xles, YH ~ . 

满足 以 上 条 件 (由 的 , 称 为 对 @? 前 示 性 里 艇 ,加 太 1S -Se > 扣 
称 为 对 从 的 贴 加 防身 ， 互 由 44 政 贴 放映 射 族 { 方 18" 号 所 甸 狂 ， 
扫 定 所 和 和 带 指标 的 映射 旋 fgx Sr"-> 如 ,在 让 由 和 4 谈 映 笑 点 
却 w 礁 胸腔 {9 闪 悄 到 的 空间 工 。 节 .定义 为 拓扑 和 矿 Y4 的 丙 
空间 ; 其 中 隔 一 色 ( 对 半 每 个 力 ， 在 要 合 zE89 "于 gj 人 2) 七 4 下 
取 商 。 于是, 包含 映 射 (万; 召 习 己 (Y 栈 YA4, N51Y 四 与 向 
( 玉 , 4) 的 投身 合成 得 到 示 性 映射 fC, 中 为 一 (二 ， 对 一 
% 维 肥 腔 站 ~ 所 ( 友 )， 

下 列 为 两 个 说 子 * 

8. 落下 是 单纯 复 形 , 则 1 及 ?| 基 由 |K4~ | 点 加 一 些 5 入 用 辽 
fshls 是 下 的 4 维 单 纱 形 } 斯 得 到 的 : . 

对 于 5 一 活 2 或 4 设 加 分 别 是 县 习 或 刀 且 对 于 9 之 0 
设 卫 i(F) 是 实 的 ， 复 的 或 元 数 维 庙 影 空间 ，' 了 Ps) 所 映 才 
和 Pot) (其 电 训 ED)， 
其 Past 了 0D 由 了 (BD 贴 加 一 个 既 士 攻 维 胸 焉 得 到 .， 若 Br 这 
融合 于 空间 {和 名， 和) 所 本 审 | 忆 91 族 对 这 草 个 胞 腔 
的 示 性 颇 射 了 (加 全 二 Br 了) >《CParz (FD，Pel)) 册 等 式 


“E73, 


Flto, ,1 a) = [to, bo to 1 El 
所 定义 . 
8. 引 理 设 于 是 由 和 4 贴 加 一 些 吕 玲 苞 腔 得 到 的 (对 n> 人 2)， 
列 对 任意 点 to 所 扣 包含 喘 身 名 (4 mg)C (7 2 请 消 同和 
(eof eo), 7 . 
证 明 设 互 由 二 由 天 nm 维 胞 腔 49} 得 到 ， 后 计生 了 设 
和 一 “ 本 
又 设 马 是 太 在 中 ~ 如 中 的 同 肛 手 敢 的 邻 铬 > 设 山 (I 力 -> 
(下 ,zo) 是 在 co 的 闲 道 路 。 我 们 来 证 明 @@ 同 俗 于 可 = 生 一} 
中 的 某 个 道路 : 由 工 的 紧 致 伺 ,我 们 可 午 分 工 册 点 
= 


给 出 ,使 对 0<i<n, 或 则 六 1 
:wt, ts CU, 

或 则 - [和 丰 己 BB 对 茶 疗 … 

著 wll, hl U ofthe, Hea] CB, 

我 人 能 从 工 的 重 分 出 去 点 fut 诉 得 到 工 的 另 一 个 重 分 ,使 得 着“ 
oli, HC Bs, ~ 


则 we 芍 -， 要 与 o[trs 二 和] 二 者 痢 不 包 省 于 Bi 中， 那么 ，w( 拉 
sn 且 外 ;天 乒 , 对 每 个 这 样 的 名 因为 妃 一 廊 是 道路 连通 的 ， 
且 面 是 单 连通 的 ， 敏 妈 | [5 ] 朝 对 于 梧 ， Hu} 同 从 于 加 /一 所 
中 的 一 道路 。 丽 为 工 的 这 称 于 区 间 仪 育肥 限 个 , 家 Wi 其 中 
wDCU. 下 

因为 Br 二 是 注 去 一 点 的 强 形 志 效 纺 术 ， 太刀 时 是 加 一 拟 
的 级 形变 四 和 核 。 放 万 是 可 的 级 形变 禾 缩 移 , 自 oo 其 中 

MDC4 8 3 

LACAE 量 - 

B。 推论 ”对 所 有 9>0， 了 ,(0) 和 了 (四) 是 单 连通 的 ，， 

证 明 ”因为 Po(O) 和 了。( 入 ) 演 为 妾 点 空间 ; 则 绪论 由 对 归 
锁 证 明 出 来 ,还 要 用 到 引 理 8 以 及 下 述 事 实 ; Pears( 虽 ,由 PHO) 贴 
加 一 个 3(g+1) 维 胞 腔 而 得 到 , ‘Przz(Q@) 由 PoekB@) 贴 员 一 个 
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4(9 十 切 维 胞 腔 而 得 到 ,是 

对 于 m=2 的 情况 , 我 们 希望 计 算出 4 的 核 ， 给 定 任意 映射 
->A4, 其 中 4 是 道路 连通 的 , 且 给 定点 soE 4，w( 和 4 钢 的 一 
个 正规 子 群 如 下 决定 ， 若 g(po) 一 mm 且 品 是 和 4 中 从 mw 到 各 的 首 
路 , 则 Rags (wz(81, po)) 是 w(4, mo) 的 循环 子 群 ， 对 于 串 的 不 同 
选择 ,我们 得 到 m(4，m) 中 的 划 地 子 群 ， 所 以 m(4,， 员 的 由 im 
gm(w(81, po)) 生成 的 正规 子 群 不 依 束 于 道路 的 选择 ， 类 似 的 
命题 应 用 于 映射 族 {gy: 8+->A}. 则 存在 沉 全 确定 的 < 人 中 
由 这 些 映 射 决定 的 正规 子 属 ， 

10. 定理 设 和 4 是 连通 多 面体 , 且 设 卫 是 由 浴巾 加 一 些 匀 
维 胞 腔 而 得 到 ， 其 诸 示 性 陕 射 为 {gi Bf->4]， 郑 RR 网 
的 正规 子 群 由 映射 {93} 内 决定 , 则 " 

én: (4， “al, 20) 

是 以 本 为 核 的 洲 同 起 。 

证 明 由 引 再 8, i 是 满 映 ， 设 名 Em 是 个 入 得 投 射 全 
和 是 道路 连通 的 ,g(to) 一 zo， 且 pr(w (入, zo)) 一 妈 ， 因 为 允 在 
wr(4, zo) 中 是 正规 的 , 故 p 是 正则 覆 到 投射 ， 因 为 访 是 由 映射 族 
{9 决定 的 子 群 , 故 每 每 映射 gy 升腾 于 映射 gs SB- 和. 设立 是 
出 冬 被 所 有 升腾 英 射 从 小 贴 加 2 维 胞 腔 得 到 的 , 且 扩 充 p 为 2 
们 > 倘 B; 映 宣 的 每 个 2 维 昂 踪 于 它 在 了 上 对 应 的 2 纵 胞 腔 
上 .、 则 不 难看 出 zp 为 禾 到 投射 

我 们 从 加 的 定义 知道 癌 (NW) 一 1。 假设 [eo] Ex(4, mo) 是 在 
放 的 核 中 的 元 素 ， 设 台 是 四 在 代 中 的 任意 升腾 ,使 Q(O) = 的. 则 
宪 是 四 在 坚 中 的 升幅 ， 因 为 中 在 互 中 是 零 从 的, 故 避 是 全 中 
的 闭 道路 ， 所 以 台 是 中 的 闭 道路 ; 昌 从 而 

Lo] -ps [SJ]EN. 目 

注意 , 为 证 明定 理 10， 全 要 且 家 几 而 体 候 
设 4 道路 连通 局 部 道路 连通 且 半 局部 单 连通 已 足够 ， 

11. 推论 对 任 一 群 人 H 硼 在 空间 互 . 热 m( 琶 ,xzo) 二 G 

证 明 ”将 他 者 示 为 自由 群 有 和 正规 子 群 娘 的 商 群 。 则 有 多 
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面体 4 使 x(4, co 六 下 ( 事 垃 上 如 在 例 3.9.6 中 ，4 可 下 为 1 维 
球 的 棉 宦 )， 对 每 一 CE 生 ， 设 多 : 《81, jo) 习 (4, so) 是 瞎 射 使 [gs] 
在 同 宰 w(4， zo) 必 了 下 对 应 于 %. 设 卫 是 由 4 被 枫 射 族 {9j 巾 
加 2 维 上 次 得 到 的 。 则 由 定理 10, 有 同 拘 w( 了 ,ao) ~G, 上 

我 们 以 下 专门 研究 曲面 的 情况 ， 昌 再 是 一 种 有 限 2 维 无 过 
波形 的 窄 间 。 一 个 给 元 这 擅 流 形 (或 结对 n 绎 国 ) 是 个 单纯 复 形 
互 ,使 

(a) 五 的 每 个 单纯 形 是 互 的 某 个 nm 维 单纯 形 的 而 ; 

(b》 区 的 每 个 4 一 1 维 单 纯 形 怡 是 区 的 两 人 m 维 单纯 形 的 
面 ， 

(@) 车 s 和’ 是 四 的 m 维 单纯 形 ; 则 有 尼 的 s 维 单纯 形 的 
月 限 叙 列 s 一 sz, so， …; sm 一 8', 使 和 是 :0<4<a) 有 一 个 公共 
的 a 一 1 维 面 . - ' 

我 们 定义 曲面 是 有 限 2 维 无 边 闭 急流 形 的 空间 ， 且 每 个 页 点 
的 星 形 同 是 于 Bx， 可 以 说 明 ”， 移 个 烟 卫 有 二 个 正规 的 形式 ， 由 
平面 上 的 多 边 形 副 全 一些 楼 而 形成 ， 带 天 >D 个 枉 和 个 交叉 由 
前 归 入 一 类 ， 带 0 涉 柄 的 腹面 是 多 边 形 如 画 11 所 示 芍 警 合 其 酌 . 


下 Le 
ay o 
en "» 
a ~ 
带 有 56 个 杨 芒 曲 电 太 有 #>0 个 包 同 的 曲 商 
图 11 图 12 


在 拓扑 上 它 同 时 于 2 维 球 5， 对 有 >>0, 带 个 柄 的 曲面 如 图 
1 所 示 . 


9 见 3. Tiefschasz: Introduction to Topoow, Princeton University Presa 
Pztnceton, N, JT., L949; i H. Seifert, W. Threlfall: Lehrbuch der Topologie, B 
G. Teltbne-, Verla8sgeas] achaft, Leipzig, 1934 一 一 诛 注 
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恬 工 个 柄 的 曲面 在 拓扑 二 是 球面- _ 
. 对 42 带 天 个 交叉 虹 的 曲面 如 图 18 所 示 。 带 工 个 交叉 情 
4 的 药 而 在 镍 扑 上 是 实 射影 平面 P94 带 两 个 

交叉 帽 的 山 面 在 拓扑 上 是 交 菜 因 (Elein) 
53 说 . 


人 


全 


~_、__ -上 正规 形式 将 带 有 jz 个 而 的 昌国 
沉 有 x>0 个 交叉 借 区 由 面 下 示 为 号 个 41 维 球 的 措 和 ,再 由 一 适当 映 
司 三 。 出 贴 加 上 一 个 2 维 胞 这 ， 著 4 是 号 个 1 


维 球 的 物 和 ,， 则 w( 兴 是 2 个 生成 元 上 的 自 店 群 ， 其 生成 元 记 为 
后 和 (lism). 若 玉 是 带 有 志 个 本 的 曲面 , 则 下 由 委 被 映射 
S34 由 加 一 个 2 维 胸腔 曾 得 到 ,使 下 映 w66D 的 一 生成 元 到 
元 素 罗 50118i1 aaairB57E 机 (从 ， 定理 J 网 为 志 ( 江 ) 提 供 下 
按 生 成 元 和 和 关系 的 语 的 错 述 ， 关 似 的 考察 谱 用 于 玫 bl 个 交 
又 幅 的 昌 夯 。 其 续 尘 综述 如 于 : 二 
19， 一 个 入 画 的 基本 群 的 构 进 如 下 壕 ，。 

{a) 不 带 桥 的 用 画 是 平凡 群 f | 

Kb) 带 育 ET 个 柄 的 酚 耐 是 以 3 5 … 4m 本 为 生成 元 加 
且 有 关系 01B4071877，gsBrar D51 一 1 的 群 ; 人 

(8) 带 有 天 2z1 个 交叉 幅 的 向 西 是 以 cn ea …， 呈 为 生成 元 ， 
且 有 关系 Cic3… 吕 一 于 的 辞 . 
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第 3 章 习 题 


多 面体 的 拓扑 性 质 


证 明基 致 多 面体 是 绝对 分 域 收缩 核 .[ 提 示 : 设 一 |K| 朋 设 玉 是 个 单纯 


形 s 的 子 复 形 。 使 用 对 s- 忆 中 的 单纯 形 的 个 数 归 纳 ， 以 及 绝对 邻 城 收 
缩 楼 的 开 子 集 的 收缩 核 是 绝对 邻 熙 收缩 核 这 事实 .了 


.给 出 一 个 例子 : 等 间 下 和 闭 子 集 4cC 疾 使 4 和 站 是 两 个 岁 面 体 ， 但 


{六 ,有 4) 不 是 多 面体 偶 . 


证明 紧 至 多 面体 的 开 子 集 是 一 多 面体 .[ 提 示 : 因 | 到 | 祥 是 个 Ga 故 存在 


[下 i 的 开 守 集 令 列 V 使 Ny 二 |K| -DV 对 归纳 ， 构 痊 加 分 KE 色 列 


“及 于 复 形 LC 久 ;, 使 得 ; (8) 比 虱 宕 科 ， 六 细 ; (b)Z。 是 EK; 的 最 大 


子 复 形 , 使 | 了 [CD (0)Knst 是 有 Ks 的 重 分 , 包含 5 为 子 复 形 ， 则 工 = 
UI 是 单纯 复 形 ,使 IL1 =|K1 一 0.] 


. 设 了 了 是 连通 空间 , 且 到 是 单纯 复 形 。 证 明 任意 连续 映射 | 下 | 了 问 


伦 于 把 | 灭 "| 映 到 音 点 的 映射 ， 车 访 * 户 :〈| 寂 | | 站 "六 > (了 加 ) 是 周 
耸 的 , 证 明 它 们 相对 于 | 互 " 站 是 同 伦 的 . 


. 设 卫 是 对 每 个 的 ”连通 空间 ,， 革 设 (六 是 多 面体 偶 证 明 丙 个 喘 


射 了 > 了 若 在 4 上 重合 , 则 相对 于 4 是 同 伦 讨 . 


， 证 明 一 多 面体 是 可 缩 的 , 当 且 仅 当 它 对 每 个 必 是 过 通 的 . 着 安 有 有 限 


维 数 和 , 则 它 是 可 缩 的 , 当 且 仅 当 它 是 m 连通 的 ，' 
例子 
证 明 : 对 所 有 的 4 Pr 是 多 面体 . 


, 设 下 是 由 顶点 久 ,w%，…, 儿 和 单纯 形 {oy oj {os ov， 他 


vp} 和 {vp, tj 组 成 的 单线 复 形 , 且 设 了 是 以 0 和 1 为 顶点 发 簿 , 1} 为 

1 维 单纯 形 的 单纯 复 形 ， 则 玉 *I 是 单纯 复 形 , 以 岂 …， 05, 0 和 于 为 顶 

点 .车 g 是 与 p 互 素 的 束 数 ， 且 vr 对 所 有 幕 数 有 定义 ， 合 等 于 ox 痪 

=jmodp), 则 设 下 冲 由 | 玉民 | 把 2 维 单 纯 形 地 web 全 线 位 鸳 妥 合 

于 2 维 单纯 形 {tira v4rar1， 寺 (对 所 有 人 而 得 到 的 空间 ;证 明基 间 详 

于 透镜 空间 LCp, 9), 且 之 是 多 面体 ， 
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3. 证 明 广 义 透 镜 空间 了 工 (六 wu， …， gu) 是 多 面体 。 
4, 著 和 和 了 是 多 面条 ,内 它们 中 之 一 大 局 部 蒜 致 的 , 证 明 XX* 辽 入 x 了 
也 是 多 面 际 。 
© 的 流 形 
一 单纯 揽 形 称 为 齐 光 为 级 的 ， 若 每 个 单纯 形 是 访 秘 形 的 茶 n 维 羊 扣 形 的 
面 .一 个 纵 兆 流 形 是 一 单纯 复 形 芳 ,使 
(ay 五 是 齐 次 呈 维 的 ; 
(by 下 的 要 个 (m 一 二 纹 旬 缠 扩 站 区 的 最 条 两 人 六 间 线 才 的 而 ; 
(0) 车 s 和 是 下 的 %* 维 革 纯 形 , 则 存在 的 m 纶 单纯 形 的 有 限 猴 列 
3 和 有 一 公共 -起 统 面 (<m》， 
4 维 伪 济 形 开 的 边 潍 , 记 为 下 , 定义 为 的 子 复 形 , 由 说 好 作为 一 个 
维 单纯 形 的 面 苑 Cn 一 1) 维 单纯 形 的 集会 生成 ”，(〈 若 站 县 空 集 ， 则 已 是 无 
边 n 维 伪 流 形 , 如 33.8 中 所 定义 .》 
1， 证明» 维 单纯 形 是 维 轨 流 形 , 其 这 缘 作 为 甸 流 形 是 
2, 荐 玉 是 伪 流 形 , 且 荆 是 芋 的 重 分 ,证 明 工 是 伪 次 形 , 且 二 = 下 。 
3. 车 下 是 有 当 1 维 伪 流 形 ， 证 明 共 或 央 为 空 集 ， 或 草丛 妈 由 两 个 项 点 组 
威 , ， . 
.给 出 一 个 维 甸 流 形 , 使 这 妈 非 空 集 又 非 (9 一 了 D 纵 协 流 形 的 例子 ， 
了 单纯 映射 
在 前 4 个 习 古 中 ， 刁 是 有 限 妇 维 伪 沪 形 ， 共 so0, 有 恩 虹 边 妆 站， 区， 
蚌 下 的 单纯 重 分 , 且 p: 忌 一 到 是 单纯 英 射 ， 侵 人 下 "机 让 到 下 为 恒 同 映射 
| 诡 |c 1 区 (的 单纯 遏 近 ， 渤 一步 ,ar 是 芷 的 确定 的 如 一 委 维 单纯 形 取 是 
互 的 以 sn 为 面 的 叭 一 的 # 维 单纯 形 . 
1. 对 六 的 每 个 维 单纯 形 * 设 a(s) 是 s 由 Pp 笑 人 人 的 各 一世 纹 面 的 个 
数 . 证 明 ks 一 1 当 玉 仪 当 9 映 # 信 9 且 als'=0 三 20 对 鞭 它 情况 ). 
2. 证 明天 中 由 中 脆 入 办 寺 的 全 一 卫浴 兰 纯 形 购 个 数 与 下 中 的 赴 兄 映 六 
人 的 (4 一 ]) 缕 革 站 形 的 个 歼 有 入 同 的 奇 惕 性 ， 上 [提示 
王 als') 同 疝 介 性, 这 里 如 式 是 对 下 中 六 有 剖 维 总 2 
9. Bpornor 引 理 证 明正 中 由 9 映 入 玉 的 约 单 纪 形 的 个 数 是 奇数 . 
[提示 : 对 用 归纳 法 .] 、 
4， 证 明 | 匡 | 不 是 | 下 | 交 改 纵 核 , 
5. Breuwer 不 动 点 定理 证明 NE 
四 ”单纯 映射 柱 
六 据 岂 这 些 单纯 形 的 所 有 面 纺 虑 的 复 形 ， 一 一 译注 
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设 包 羽 - 工 是 在 其 硕 点 集合 互相 分 离 的 单纯 复 形 之 同 的 音 绩 映射 。 爸 
设 到 的 斋 点 给 出 全 序 ， 9 的 单 比 碳 而 拼 下 是 单纯 复 形 , 其 硕 起 集合 是 玉 和 
二 的 项 点 集合 的 并 ， 昌 其 单元 形 是 下 的 和 工 的 单纯 形 以 及 形 如 foo 2% 
(ww)，*…, (og)} 的 集合 的 所 有 子 柴 ， 基 由 {foo，m，…，vs} 是 五 的 单纯 
形 , 且 哆 <at<…<tbo 与 总 的 顶点 的 全 序 相 世 . 

1. 证 明 包含 县 射 太 区 cL 和 未 于 下 是 单线 卫 射 车 p: IH-> 工 使 PV) 一 
Ko)( 对 下 的 顶点 由 及 Po) 一 w( 丰 五 的 顶点 证 胃 户 是 单纯 瑞 诗 
使 ?= Po 及 po 一 te 

- 游 玉 有 限 ,证 明 jop 和 lx 是 公 接 的 ， 
.证 晓 | 必 | 同 胚 于 连续 遇 射 ]p|: | 瑟 ] | 五 | 护卫 射 柱 。 
棱 道 属 . 

.证 明 车 及 是 单纯 复 形 ， 则 存在 在 | 下 | 上 取信 g 的 局 部 体系 的 等 价 类 和 
从 及 的 核 道 广 群 到 的 协 变 函 子 的 自然 等 价 笑 铅 的 一 一 对 应 。 “ 
2. YanKampen 单纯 复 形 定理 ” 设 互 是 连通 单纯 复 形 , 有 过 通 子 复 形 

于 和 Ly 寅 4 人 NN 太 巡 间 且 玉 = 太 UIs， 没 是 扩 人 | 辐 的 顶点 ,并 设 
十 LN La co) CC Cg 和 入 (于 na op) 全 00). 证 明 BC 下 , %0} 
同 鬼子 CD4s00) 和 加 (14) 的 自 帕 积 对 三 由 集合 {4[5])o Cantt 六 + 
1 e BC Nn Lo v4)} 生成 的 正规 辽 汶 的 南 群 . 
3. 车 刀 是 有 限 重 斤 群 ,证明 存在 有 限 连 过 2 给 单纯 所 形 筷 ， 其 楼 道 群 同村 
了 3&, 
4， 设 政 是 以 96 下 为 医 点 的 空间 ， 证 肖 存 在 多 耐 供 了 ,有 基点 妇 E 了 及 
连续 映射 也 《了 50> (了 ,a0) 合 Fn: 了 如) 天 可 ( 工 | 区) 
G 覆盖 的 神经 
车 %= 4 是 空间 开 的 开 壬 复旦 下 (办 是 其 神经 ,一 个 夫 型 映 和 前 大 了 
属 |( 匠 | 是 个 连续 映射 使 六 st 可) 二 5 对 体 上 € 全 
1. 省 # 是 工 的 胃 剖 有限 开 禾 盖 ， 证 明 存 在 典型 映射 瑟 -> | 并 (的 | 和 从 局 
于 他 的 单位 分 刘 之 问 的 一 一 对 应 ， 
2. 著名 是 芝 的 局 部 有 限 开 秋 蔷 ， 证 内侍 两 个 款 型 映 艇 入 > EX 的 | 是 司 
花 的 . 
阁 名 入 是 下 的 开 懂 兽 , 广 是 旬 的 尖山 ， 从 7 玫 名 的 一 个 下 到 
长 射 是 个 画 数 g, 拒 橱 个 FE 次 变 为 元 率 9(P)E 才 使 PCPEP 
8. 证 明 从 烙 到 的 典型 投 射 定义 一 单纯 映射 (7) 一 下 (多 ， 且 从 元 到 
旬 的 两 个 典型 投射 定义 人 外 的 单线 肌 射 下 (六 下 (的. 
其 后 半 信和 说 多 POlom: on abalian cdhomology acd Van Kumpen's 
theorem, dnn. of Math., Vol 8, 058~068, 3958. 一 一 原 注 - 
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4. 车 9: 下 (> 到 ( 甸 是 典 狸 投射 定义 的 单纯 映射 旦 产 和 | 五 (| 是 
央 型 映射 ， 证 明 合 成 lp} of: 辽 ->1 下 (9%)1 是 典型 映射 
5. 设 及 是 执 紧 至 空间 ， 自 设 9 芝 >| 到 | 是 连续 映射 (其 中 下 是 单纯 复 
形 )， 证 明 存 在 和 的 局 部 有 限 开 履 盖 和 单纯 映 负 po. 及 (> 下 ,使 对 
企 意 典型 刁 射 户 瑟 > 五 (47|, 合 成 jp| of 同 伦 于 9。 [提示 ; 选 为 开 
要 着 {93stv) lv 是 下 的 项 点} 的 任 容 局 部 有 限 开 加 细 , 上 对 Ve 名 先 
9(D) 为 五 的 顶点 ,使 Uc9-i(stp(D)),] 
6. 设立 是 紧 致 Hauador 站 空间 日 设 互 是 单纯 复 撒 ， 证 明 有 双 映 
lim sfEE(e， RI} TZ; Il], 
其 中 顺 向 极限 是 相对 于 的 有 限 开 虱 益 族 ， 由 内 型 设 揣 诱导 的 怠 射 的 
加 细 的 关系 给 出 顺 向 , 下 双 映 由 洪 型 映射 诱导 出 来 ， 
互 “ 维 数理 论 
括 扑 空间 忆 称 作 有 给 数 < 简写 为 dzm <n 车 也 的 每 个 开 履 盖 有 
一 开 加 细 , 其 神经 是 维 数 <m 的 单纯 复 形 ， 着 dim 久 字 % 但 dim 开关 na 一 症 
则 玉 称 作 有 维 数 区 记 为 dim 和 =a。， 若 dim 互 帮 2( 对 任意 号 ， 我 们 记 作 
dimX=%, 
1, 车 4 是 王 的 闭 子 集 ,证 朋 dim 4<dim 入。 
2. 敬 丰 是 有 限 单纯 复 形 , 且 dim 太志 证 明 dim| 有 |<<. ， 
3. 若 * 是 维 单 绸 形 , 证 明 dim|s| =4. [提示 设 儿 是 |s| 的 由 s 的 顶点 
的 开 星 形 组 成 的 开 履 盖 , 日 假设 有 4 的 加 细 使 im 区 (Y)<% 一 1. 设 
互 '. 是 * 的 比 六 细 的 重 分 。 存 在 单纯 映射 吾 '> 忆 (一 5 其 合成 》 是 二 
同 映射 | 互 '[c |s| 的 单纯 记过 ,] . 
和 4“ 设 工 是 拟 紧 致 空间 , dim 了 <n， 证 明 任意 映射 6 对 时 > 是 堆 伦 
的 ， 
5 设 民 是 晓 致 度量 空间 , 且 设 0 是 英 射 产 工 ， Roott 的 空间 , 由 度量 
ap 9 =sup{lf (0) ~ gh se TH 
给 出 拓扑- 证 明 避 是 完备 度 最 空间 , 且 著 
0m= {fe Cldiamyikr) < 二 对 所 有 ze Bar 中， 


证 明 对 每 个 下 整数 mm，Cm 是 的 开 于 集 ， 且 110% 是 莹 到 B21 的 同 
用 的 集合 . . 

6. 若 开 是 紧 到 度 最 党 间 ， 维 数 < 证 明 对 组 正 整数 加 0 是 0 的 负 密 
子 集 ，[ 提 示 , 设 4 是 工 前 直径 < 二 的 全 合作 成 的 有 限 开矿 入 ,使 
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dim F(R) <n. 
且 设 及 | 定 ( 允 [> 了 2 是 区 ( 摧 的 实现 ， 若 放生-> 区 (名 是 任意 典型 
映射 ,如 4 了 E Cn， 给 定 9: 卫 >R2t 及 给 定 s> 由 证 明 选 名 和 加 如 上 


是 可 能 的 , 从 而 dChof, 六 < 
7. 藻 瑟 是 紧 到 变量 空间 , 维 数 < 证 明太 可 嵌入 Bantl 《事实 上 :到 


了 2 中 的 问 胚 的 集合 在 O 中 是 笛 密 的 。) 
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